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Tóm tắt: Trong các mô hình tính toán kết cấu hệ thanh hiện nay, liên kết nút giữa 

các thanh thường giả thiết là cứng tuyệt đối, việc xét đến liên kết nút đàn hồi còn ít 

được áp dụng trong tính toán thực tiễn mặc dù các liên kết đàn hồi thường xuyên 

xuất hiện trong kết cấu công trình thực. Bài báo này trình bày các tính toán kết cấu 

khung có xét đến các liên kết nút đàn hồi bằng phương pháp phần tử hữu hạn, từ 

đó nghiên cứu ảnh hưởng của các liên kết đàn hồi đến sự phân bố nội lực và 

chuyển vị trong kết cấu. Các kết quả nhận được có thể áp dụng vào tính toán thực 

tiễn. 

Summary: Frame structure analysis model with the flexible connections is no 

usually applied in structural analysis for practical design. However, the flexible 

connection joints are often seen in real structure. Nowadays, with the support of the 

theoretical calculation and the numerical example carried out by the developed 

computer program, mathematical analysis software with range of different products 

to analyze the limits of the joints on the elements with the matrix of loading, 

stiffness, displacement and the results allow us to create the structures close to the 

practical needs of the structure works. 

 

1. Mở đầu 

 Khi tính toán kết cấu khung, ta thường giả thiết các thanh được liên kết cứng với nhau tại 

nút. Trên thực tế, các nút không phải là cứng tuyệt đối mà là các liên kết đàn hồi, nghĩa là độ 

cứng của các liên kết này có thể thay đổi từ 0 đến  (cứng tuyệt đối). Khi đó, vấn đề đặt ra là 

việc tính toán kết cấu khung có liên kết đàn hồi này như thế nào và ảnh hưởng của các liên kết 

đàn hồi đến sự phân bố nội lực trong kết cấu ra sao? 

 Theo hướng nghiên cứu này, tác giả Nguyễn Xuân Hùng đã xây dựng ma trận độ cứng 

động lực và véc tơ tải trọng quy về nút của phần tử thanh thẳng có liên kết đàn hồi tại nút [2], tác 

giả Cao Văn Mão đã xây dựng bài toán phân tích kết cấu khung thép phẳng có nút cứng và liên 

kết đàn hồi (hay nửa cứng) [3], tác giả Nguyễn Hồng Sơn đã xây dựng siêu phần tử thanh cho 

bài toán phân tích kết cấu thép có kể đến ảnh hưởng của biến dạng trượt trong thanh [4]. 

 Trong bài báo này, tác giả đề cập đến việc tính toán kết cấu khung có các liên kết đàn hồi 

bằng phương pháp phần tử hữu hạn, từ đó nghiên cứu ảnh hưởng của các liên kết đàn hồi đến 

sự phân bố nội lực trong kết cấu. Để làm được điều này, tác giả đã xây dựng mô hình phần tử 

thanh có liên kết đàn hồi tại hai đầu, sau đó lập chương trình phân tích kết cấu dạng thanh có 

liên kết đàn hồi theo phương pháp phần tử hữu hạn trong môi trường MatLab. 



 

T¹p chÝ khoa häc c«ng nghÖ x©y dùng 66 

2. Mô hình tính toán 

Mô hình kết cấu hệ thanh tổng quát bao gồm các thanh 

liên kết với nhau ở các nút, trong đó liên kết giữa thanh và nút 

có thể là khớp, ngàm cứng,... hay là các liên kết đàn hồi. Đối với 

kết cấu hệ thanh phẳng trên hình 1, liên kết giữa nút (1) và 

thanh (2) là liên kết đàn hồi với 3 lò xo đàn hồi có độ cứng cu, cv, 

c. Khi độ cứng của các lò xo có giá trị bằng 0 hay , ta nhận 

được liên kết ngàm cứng (cu=cv=c=), khớp (cu=cv=,c=0), 

ngàm trượt (cu=c=,cv=0),...  

Trong các tiêu chuẩn AISC-ASD [4], Eurocode 3 [5] cũng đề xuất các dạng liên kết khi tính 

toán các cấu kiện thép là: liên kết cứng, nửa cứng, khớp thông thường và  đàn hồi. Việc xác 

định giá trị độ cứng của các lò xo liên kết đàn hồi tại các nút gắn liền với các tiêu chuẩn về sử 

dụng vật liệu cũng như khả năng cấu tạo thực tế của các liên kết. Do vậy nếu bổ sung các 

nghiên cứu xác định độ cứng của các liên kết có trong thực tế để áp dụng vào mô hình tính toán 

sẽ làm tăng tính ứng dụng của phương pháp này. Hình 2a là ví dụ đối với liên kết chân cột thép 

với móng bê tông cốt thép bằng 4 bu lông, công thức tính giá trị của lò xo liên kết đàn hồi uốn c 

là [6],[7]. 
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 Trường hợp kết cấu thép có dầm liên kết với cột theo các dạng hình 2b - (1),(2),(3),(4) 

,(5),(6) công thức thực nghiệm cho độ cứng lò xo tại đầu dầm [6], [7]: 
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 Trong đó: c1,c2,c3 và k tương ứng là các hệ số liên kết và hệ số tiêu chuẩn cho trong bảng 1.  
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                          \ 

                            

Hình 2b. 

Bảng 1. Các hệ số liên kết  

Dạng liên kết Các hệ số liên kết ci Hệ số tiêu chuẩn 

1 c1 = 3.66 x 10-4 

c2 = 1.15 x 10-6 

c3 = 4.57 x 10-8 

15.081.14.2 gtd aa

−−=  

 

2 c1 = 2.23 x 10-5 

c2 = 1.85 x 10-8 

c3 = 3.19 x 10-12 

35.1694.0415.0128.1287.1 glttd ac

−−−−=  

 

3 c1 = 8.46 x 10-4 

c2 = 1.01 x 10-4 

c3 = 1.24 x 10-8 

5.17.05.05.1

bdltd a

−−−=  

 

4 c1 = 1.83 x 10-3 

c2 = 1.04 x 10-4 

c3 = 6.38 x 10-6 

5.14.04.2 −−−= bpg dtd  

 

5 c1 = 1.79 x 10-3 

c2 = 1.76 x 10-4 

c3 = 2.04 x 10-4 

6.04.2 −−= pg td  

 

Hình 3 là một ví dụ về kết cấu khung 2 tầng hai nhịp có các liên kết  đàn hồi tại các nút. 
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Hình 3. 
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3. Mô hình phần tử hữu hạn của thanh thẳng có tiết diện không đổi với liên kết đàn hồi tại nút 

3.1 Thanh thẳng chịu kéo nén 

 Xét phần tử thanh thẳng có tiết diện không đổi A, chiều dài L, mô đun đàn hồi E và các 

liên kết đàn hồi ở hai đầu thanh như hình 4. Ký hiệu cu1 , cu2 là độ cứng của liên kết đàn hồi qui 

ước; U’1, U’2 tương ứng là chuyển vị tại các tiết diện 1’ và 2’; U1, U2 tương ứng là chuyển vị tại 

tiết diện các 1 và 2 ; N1, N2 tương ứng là lực tác dụng tại các tiết diện 1’ và 2’. Tại trạng thái cân 

bằng, lực tác dụng tại các tiết diện 1’ và 2’ cũng chính bằng lực tác dụng lên tiết diện 1 và 2 

tương ứng. 

 

 

 

 

 

 

 Quan hệ giữa chuyển vị U1 và U’1, U2 và U’2 được biểu diễn bởi phương trình sau: 
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hay là:   
*UUU −=        (3) 

trong đó: 
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 Đối với phần tử thanh đàn hồi 1-2, quan hệ giữa lực nút N, tải trọng quy về nút P và ma 

trận độ cứng K0 của phần tử có dạng [8]: 

    NPUK +=0        (4) 

 trong đó: 
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 Thay (3) vào (4), ta có: 

    NPUKUK +=− *

00  

hay là:    PUKNK −= 0

~
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với: 
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 Vì K  khả nghịch nên (6) có thể viết thành: 

2’ 1’ 2 1 

N1 N2 x 

y 

(1) (2) 

P1 P2 

U1 U’1 U’2 U2 L 

Hình 4. 

cu1 cu2 
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    PKUKKN 1

0

1 ~~ −− −=  

hay dưới dạng (4):  
tdPNUK +=       (8) 

với ma trận độ cứng K có dạng: 
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và véc tơ lực quy về nút Ptd của phần tử chịu kéo nén có liên kết đàn hồi ở đầu thanh là : 

    PKP td .
~ 1−=        (10) 

 Đối với trường hợp tải trọng dọc phân bố đều theo trục thanh với cường độ p0, ta có : 
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 3.2. Thanh thẳng chịu uốn 

 Xét thanh thẳng có tiết diện không đổi chịu uốn với các liên kết đàn hồi như trên hình 5. 

Ký hiệu cv1, c(1, cv2, c(2 là độ cứng của liên kết đàn hồi qui ước; U’1, U’2, U’3, U’4 tương ứng là 

chuyển vị tại các tiết diện 1’ và 2’; U1, U2, U3, U4 tương ứng là chuyển vị tại các tiết diện 1 và 

2 ; M1, Q1, M2,Q2 tương ứng là lực tác dụng tại các tiết diện 1’ và 2’. Tại trạng thái cân bằng, 

lực tác dụng tại tiết diện 1’ và 2’ cũng chính bằng lực tác dụng lên các tiết diện 1 và 2 tương 

ứng. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Quan hệ giữa các chuyển vị nút U và U’ có dạng tương tự (1): 
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hay là:   
*UUU −=        (11) 

trong đó:  
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 Đối với phần tử thanh 1-2, quan hệ giữa lực nút R, tải trọng quy về nút P và ma trận độ 

cứng K0 của phần tử có dạng tương tự (4). 

                       RPUK +=0                                                                    (12) 

trong đó: 
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Thực hiện biến đổi tương tự như trường hợp phần tử thanh chịu kéo nén, ta được: 

    PUKRK −= 0

~
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với: 
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 Vì K  khả nghịch nên (14) có thể viết thành: 
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hay duới dạng (4):  
tdPRUK +=       (17) 

với ma trận độ cứng K có dạng: 

    0

1.
~

KKK −=        (18) 

và véctơ lực quy về nút Ptd của phần tử thanh chịu uốn có liên kết đàn hồi ở đầu thanh là: 

    PKP td .
~ 1−=        (19) 

 Giả thiết các biến dạng kéo nén và uốn là độc lập nhau, khi đó ta nhận được ma trận độ 

cứng và véc tơ tải trọng quy về nút của phần tử thanh thẳng có liên kết đàn hồi tại nút là tổ hợp 

của phần tử thanh chịu kéo nén và phần tử dầm chịu uốn trong hệ tọa độ địa phương. Các thủ 

tục chuyển ma trận độ cứng và véc tơ tải trọng quy về nút từ hệ tọa độ địa phương về hệ tọa độ 

tổng thể, lắp ghép và giải bài toán phần tử hữu hạn tương tự như đã trình bày trong [1]. 
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4. Ví dụ tính toán 

 Để xét ảnh hưởng của các liên kết đàn hồi đến sự phân bố nội lực trong kết cấu, ta xét 

khung phẳng cho trên hình 6a với các tham số: môđun đàn hồi E = 2x107kN/m2; mômen quán 

tính và diện tích tiết diện của thanh CA, AB là I1 = I2= 12x10-5m4; A1 = A2 = 0,03m2; mômen quán 

tính và diện tích tiết diện của thanh BD là I3 = 15x10-5m4; A3 = 0,035m2. Khung chịu tải trọng 

ngang phân bố với cường độ 50kN/m và tải trọng tập trung tại nút A với giá trị 400kN.  

 Ta xét một số trường hợp: 

 a. Khi liên kết thanh với nút là đàn hồi với độ cứng lò xo: c = 5000 kNm; cv = 40 000 kN/m. 

 Kết quả tính các thành phần ứng lực thể hiện trên hình 6: mômen uốn (hình 6b), lực dọc 

(hình 6c) và lực cắt (hình 6d). 

 b. Xét sự thay đổi của chuyển vị xoay của dầm AB tại đầu sát nút A, chuyển vị thẳng tại 

tiết diện giữa dầm AB, mômen tại đầu A của thanh AB khi c thay đổi từ 500kNm đến 

250000kNm với gia số là 1000kNm.  

 Hình 7a là biểu đồ thể hiện sự thay đổi của chuyển vị xoay của dầm AB tại đầu sát nút A 

theo c, hình 7b là biểu đồ chuyển vị tại tiết diện giữa dầm theo c, hình 7c là biểu đồ mômen 

uốn tại A theo c. Ta có một số nhận xét: 

 - Khi c((=0 thì hệ trở thành biến hình và không có khả năng chịu lực, véc tơ chuyển vị nút 

không xác định. 

 - Khi c=  thì liên kết giữa nút với các thanh là cứng tuyệt đối, nút trở thành nút cứng. 

 - Khi c tăng dần lên thì chuyển vị xoay tại nút A, chuyển vị thẳng tại giữa dầm AB, mômen 

tại nút A tiệm cận gần giá trị của trường hợp nút cứng tuyệt đối. 

 

                                                                                                               

 

a) b) 

 

 

 

 

 

 

                                             c)            d) 

 

 

 

Hình 6. 
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               a)                                                      b)                                                  c) 

Hình 7. 

 c. Khảo sát sự thay đổi của mômen uốn trong các thanh khi c thay đổi. Hình 8 là biểu đồ 

mômen uốn trong các thanh khi c=1000kNm (hình 8a), c=100 000kNm (hình 8b) và khi nút 

cứng tuyệt đối c =  và cv=  (hình 8c). Ta nhận thấy khi độ cứng liên kết đàn hồi tăng lên thì 

mômen uốn tại các đầu thanh tiến dần về kết quả của trường hợp nút cứng tuyệt đối (hình 8c). 

Về cơ bản khi liên kết thanh với nút là đàn hồi với độ cứng lò xo LEIk  , cụ thể k600, nội 

lực trong hệ kết cấu thay đổi không đáng kể nhưng chuyển vị nút  tăng nhanh, khi LEIk 20 , 

cụ thể k≥12000, nội lực trong kết cấu so với trường hợp nút cứng tuyệt đối là tương đối gần 

nhau. Do vậy, trong tính toán kết cấu nên cân nhắc kể đến ảnh hưởng của nút đàn hồi có độ 

cứng lò xo nằm trong khoảng LEIkLEI 20 , (trong bài toán này k nằm trong khoảng 

600 đến 10000kNm được xem là thích hợp, xem hình 7c). 

 

 

 

 

 

 

                      a)                                                  b)                                                 c) 

Hình 8. 

5. Kết luận 

 Trong bài báo này, các tác giả đã trình bày việc xây dựng ma trận độ cứng và véc tơ tải 

trọng quy về nút của phần tử thanh thẳng chịu kéo, nén, uốn dưới tác dụng của tải trọng tĩnh 

bằng phương pháp phần tử hữu hạn. Khi đó, ma trận độ cứng và véc tơ lực quy về nút của phần 

tử thanh có liên kết đàn hồi ở hai đầu phụ thuộc vào ma trận độ cứng và véc tơ lực quy về nút 

của phần tử thanh có liên kết hàn cứng ở hai đầu và độ cứng lò xo liên kết tại hai đầu thanh. Từ 

đó các tác giả đã lập chương trình tính trên MatLab để nghiên cứu ảnh hưởng của các liên kết 

đàn hồi đến sự phân bố nội lực trong kết cấu. Kết quả phân tích cho thấy: 

 - Sự có mặt của liên kết đàn hồi tại các đầu thanh ảnh hưởng đáng kể đến sự phân phối 

lại nội lực trong kết cấu hệ thanh. 
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 - Khi độ cứng liên kết đàn hồi tăng lên thì các giá trị tuyệt đối của nội lực tiến dần về 

trường hợp nút cứng tuyệt đối (c =  và cv = ). Tuy nhiên nếu độ cứng liên kết đàn hồi giảm xa 

so với độ cứng của thanh thì chuyển vị nút phát triển nhanh bất thường, điều này phù hợp khi 

kết cấu bị phá hoại. Để áp dụng trong thực tế tính toán thiết kế cần áp dụng các tiêu chuẩn hoặc 

các công thức và số liệu thực nghiệm cho các liên kết đàn hồi sát với điều kiện làm việc của kết 

cấu công trình.   

 - Trong tính toán kết cấu chỉ nên cân nhắc kể đến ảnh hưởng của nút đàn hồi có độ cứng 

lò xo nằm trong khoảng LEIkLEI 20 . 
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