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Tém tat: Bai bédo nghién ctru g xt tinh cla tdm chir nhét twa khép trén chu vi
lam béng vét liéu co co tinh bién thién, chiu tac dung cda tai trong vuéng goéc voi
mét trung binh. M6 dun dan héi kéo cua véat liéu bién déi lién tuc theo chiéu day
tam va gia thiét duéi dang ham md, hé sé Poisson la hdng sé theo chiéu day. Ly
thuyét tdm cé dién cda Kirchhoff-Love duoc sir dung dé tim nghiém gidi tich cua
d6 véng va ung suét trong tdm. Két qué sé cho thay sw tuong déng véi két qué cua
tdm ding huong khi dua vé trong hop riéng. Cac anh huéng cia ti 16 thé tich vt
ligu, ti s6 cac mé dun dan hdi kéo nén cia vat ligu thanh phan dugc khdo sét va so
sénh véi két qua tinh theo phuong phép phéan ti hitu han céng bé trén céc tap chi
co uy tin.

Ter khéa: vét liéu chirc ndng, vat liéu cé co tinh bién thién, ly thuyét tdm cé dién,
tdm chir nhét chiju ubn

Summary: In this paper, the static response is presented for a simply supported
functionally graded rectangular plate subjected to a transverse uniform load. The
Young’s module of FGM plate vary continuously throughout the thickness direction
according to the volume fraction of constituents defined by power-law, the
Poisson’s ratios are assumed to be constant. The analytical solutions are obtained
based on Kirchhoff-Love classical plate theory. The numerical illustrations show
good agreements with results of isotropic plate in special cases. The influences of
volume fraction distributions, E/E,, ratio are investigated and compared with finite
element results.

Keywords: functionally graded materials, classical plate theory, bending of
rectangular plates
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1. M& dau

Vat liéu composite truyén thdng cau tao tr hai loai vat liéu khac nhau dwoc siv dung rong
réi do nhirng dac tinh ndi troi so v&i cac vat liéu truyén théng. Tuy nhién, tai bé mat tiép xuc
gilra hai I&p vat liéu cé sy khdng lién tuc vé tng suét. Dac biét trong moi trwdng nhiét dd cao,
s chénh léch 16n gitra cac hdng sbé gidn né nhiét cla cac vat liéu sé gay ra (rng suéat dw Ion;
trong vat liéu composite s& xuét hién vét nit, sy bong tach. Vat liéu cé co tinh bién thién con
goi la vat liéu bién ddi chirc nang (Functionaly Graded Materials - FGM) dwgc mét nhom céac
nha khoa hoc Nhat Ban phat minh lan dau tién vao nam 1984 dé khac phuc nhirng han ché dé.
Vat liéu c6 co tinh bién thién Ia mot loai composite thé hé méi véi chirc nang dwoc bién ddi
theo chiéu day két cAu dé phu hop véi cac yéu cau cu thé clia nguwoi st dung. Dac tinh khang
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nhiét ndi bat cta loai vat liéu nay la ly do dé& lwa chon s dung trong nhirng két cu lam viéc &
nhiét dd cao, chiu sw truyén nhiét I&n nhw cac thiét bj trong nganh luyén kim, trong 16 phan (ng
nha may dién nguyén tir, trong nganh hang khéng dan dung va céng nghiép v tru...

M6t trong nhirng loai vat liéu cé co tinh bién thién théng dung nhét la vat liéu cé cac
thanh phan cau thanh bién ddi tron tir ceramic chiu Ira sang kim loai. Ceramic trong vat liéu
FGM sé& cung cap tinh khang nhiét va bao vé kim loai khdi bi 6 xi héa. H&n hop ceramic va kim
loai v&i ti 1& thé tich bién dbi tron cé thé dé dang ché tao.

Nhiéu nghién ctvu vé phan tich &ng x& co' hoc clia tAm va vé lam tir vat liéu FGM da
dwoc cong bd trong nhirtng ndm gan day. Reddy [1] phan tich &ng xt tinh cta tAm FGM véi 1&i
giai giai tich theo ly thuyét chuyén vi bac nhét va bac cao. Dwa vao ly thuyét tAm bac nhét, Chi
va Chung [4] xay dwng |oi gidi gidi tich cho tAm chir nhat FGM, bén bién twa kh&p chiu ubn
dwéi tac dung cla tai trong ngang phan bb déu. M6 hinh phan t& hitu han theo mé hinh tdm
méng ciing da dwoc He va cong sw [5] xay dwng dé nghién ctru diéu khién dao dong cla tAm
FGM vé&i cdm bién va kich dong ap dién. Praveen va Reddy [6] da khao sat ing x& tinh va
doéng cltia tAm FGM thép-gém st dung phwong phap PTHH, c6 ké dén bién dang cat ngang, mo
men quan tinh. Woo va Megiud [7] s& dung ly thuyét Von-Karman cho bién dang I&n dé tim I&i
giai giai tich cho tAm va v chiu tac dung cla tai trong co hoc va nhiét do.

Vi ly thuyét bac nhét cai tién, Zenkour [8] da phan tich cac &nh hwéng clia cac théng sb
kich thwérc, vat liéu tAm dén do véng va &ng suét trong tAm theo nghiém Navier. Ganapathi va
coéng sw gan day cling da phat trién 16i giadi phan t& hiru han khi nghién ctru (’ng x& tinh va
doéng cla tAm FGM cé chiéu day trung binh.

O Viét Nam, trong nhirtng n&m gan day nhirng nghién clru vé vat liéu FGM bét dau duoc
nghién ctru. Cac cong trinh ctia Bao Van Diing, BDao Huy Bich, Hoang Van Tung...[10-12] da
dwoc cong bd trén cac tap chi chuyén nganh trong va ngoai nwéc. V&i muc dich cung cap thém
mot ngudn tham khao véi cach tiép can don gidn nhat cho ngwdi st dung, bai béo nay sé khao
sat trwdng chuyén vi va tng suét trong tAm chi nhat FGM chiu ubn bang nghiém Navier. Ly
thuyét tAm cd dién cla Kirchfoff-Love véi giad thiét mat trung binh khéng bi gian khi bién dang
dwoc cac tac gia st dung dé cé 16i giai don gian, dé kiém chirng.

2. M6 hinh tAm FGM

Xét tAm chi¥ nhat dan hoi: Mat phang trung binh tAm la mat phang xy, phwong chiéu day
la z. Cac hang sb vat liéu (md dun dan hdi kéo (nén) E, hé sb Poisson v) bién thién tron theo
chiéu day v&i qui luat cho trwédc, co nghia la E=E(z), v=v (z). Ham dac trung cho cac hang s6
vat liéu tAm FGM gia thiét dwéi dang [4]:

V(2) = (Ve —Vim ) 9(2) + Vi (1a)

trong d6: V, la hdng s6 vat liéu cta vat liéu mét trén tAm (+h/2); V,, la hdng sb vat liéu cla vat
liéu mat dwoi tAm (-h/2); V(z) 1a hang sé vat liéu cla vat liéu tai toa do z bat ky; g(z) 1a ham ti 1&
thé tich (volume fraction).

Qui luat phan bd cta ham ti 1& thé tich 14 co s& dé phan loai vat liéu FGM. Vat liéu (P-
FGM), khi g(z) thay dbi theo qui luat ham Idy thira; vat liéu (E-FGM), khi g(z) thay ddi theo qui
luat ham e-mdi; vat liéu (S-FGM), khi g(z) thay dbi theo qui luat ham [4].

Nhiéu nghién ctu da chi ra rang, &nh hwéng cla hé sbé Poisson dén bién dang clia tAm
bé hon nhiéu so véi mé dun dan hdi kéo (nén), vi vay co thé gia thiét hé sb Poisson la hang sb
theo chiéu day tam.
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2.1 Tinh chét vét liéu cua tdm P-FGM

Trong nghién clru nay, ti 1é thé tich ciia thm P-FGM gia thiét tuan theo qui luat Idy thira
(power-law) [5]:

p
z 1
g(z)=(h+2j (1)

trong do: p 1a tham sé vat liéu (chi sé ti 1& thé tich); h 1a chiéu day tAm.
Tinh chét vat liéu (md dun dan hdi kéo — nén) dwoc dinh nghia dwdi dang [5]:
E(z)=(E.—-E,)V. +E, (2)
v&i En 1& md dun dan hdi kéo (nén) cla vat lieu mat dwdi (z = - h/2) va E. 1a mé dun dan hoi
kéo (nén) clia vat liéu mat trén (z = h/2). Bién thién cia md dun dan héi theo phwong chiéu day

biéu dién trén hinh 2, cho thdy mé dun dan hédi tdng nhanh tai vi tri gan bé mat trén ca tm khi
p>1 va gan bé mét duéi khi p<1 (E.= 380GPa; E,, = 70GPa).

Bé mit gian Ceramic
h/2

h/2

Bé mit giau kim loai

Hinh 1. TAm chi nhat béng vat liéu c6 co tinh bién thién (FGM)

400

350
300
250

200}/

Modul Young [GPa]

150

100

50 z/h
-0.5

Hinh 2. Bién thién cta mé dun dan héi kéo (nén) trong tdm FGM
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2.2 Phwong trinh quan hé caa tam ch@ nhat FGM

2.2.1 Truong trng suét trong tdm FGM

Xét tAm chir nhat FGM méng, dan héi, tuyén tinh, chiu tac dung cla tai trong vuéng géc
véi mét trung binh. Chiéu day tAm khéng ddi, véi gia thiét Kirchhoff: doan thang phap tuyén
trwéc va sau bién dang van thdng va vuéng goc véi mat trung binh, d dai khéng ddi; mat trung
binh khong bi gidn, chuyén vi cia diém bat ky trong tAm dwoc gia thiét dwéi dang sau [3]:

u(x,y,z)= —z% (X, y,2)=-12 6{;’;’; s w(x,y,2)=w,(x,y) (3)

trong do: W, (X, y) & chuyén vi theo phwong chiéu day cta diém trén mét trung binh. V&i gia

thiét bién dang bé, trwong bién dang biéu dién duéi dang sau:

ou o°w, ov o°w, ou ov o*W,
gy ==l g, = =10y, =t =22 4)
OX OX oy oy oy Ox OXoy
& =Vq=Vy=0
Ap dung dinh luat Hooke cho trang thai (rng suét phang:
2 2 2 2
o, = E(Z)Zz aV\Zl‘)+v(z)6V\2I0 .o, = E(Z)Zz 6";’°+v(z)6\/\2/O
1-v(z) OX oy 1-v(z) oy OX
2
E(2) , 0w, 5)

Oy =~
1+v(z) oxoy
2.2.2 Phuong trinh cén bang cta tdm FGM

Tich phan cac thanh phan tng suét doc theo chiéu day tAm, ta nhan dwoc cac mé men ubn:

My hi2 | Oxx

M, = I o,y 124z (6)
-h/2

MXy O-Xy

Thay biéu thirc (5) vao (6), ta nhan dwoc cac md men ndi lwc duwdi dang ma tran:

0wy
ox?
Myl Gy Cp 0 2w
M, t=|Cp Cy O —ay;’ (7)
M 0 0 C
Xy 66 5
_28 W,
OXoy

trong do: cac hé sbé C; la tich phan cla cac hang sb vat liéu cla vat liéu thm FGM

hi2 _2 h/2 _»2 hi2 _2
Cu= ,[ L(Z)zdziclzz J. wdkc%: I : E(Z)Z (l_V(Z)jdz ©
_h/zl_v(z) —h/2 1_V(Z) _h/21—V(Z) 2
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Phwong trinh can bang cltia tAm dwéi tac dung clia tai trong phan bb vuéng goc véi mat
trung binh ¢c6 dang [3]:

M, 282Mxy GRY

+ + L= p(x, 9
ox? oxoy  oy? Px.y) ©

Biéu dién moé men ubn noi luc theo (8), thay vao (9), ta nhan dwoc phwong trinh can
bang theo chuyén vi:

o*w o*w o*w
C—F+(2C, +4C +C = p(x, 10
1175 (2C;, 66) ooy oA p(X,Y) (10)

3. L&i giai Navier cho tdm chir nhat FGM twa khép trén chu vi

Gia thiét dd véng va tai trong ngang duéi dang chudi lwong giac kép thda man diéu kién
bién dwdi dang:

W(X, ) = 25 W sin 7~ sin Y (11)
mm a
P(X, ¥) = 3 Py sin o sin Y (12)
mm a b
trong dé:
Pmn =/ p(x, y)sin @sin%dxdy (13)
a

Néu tai trong p(x,y) phan bé déu: p(x,y) = po, thi hé sé pn,, c6 dang [3]:

16py ..
pmn:TVG'm’n=1'3’5’7"" (14)
z7-mn

Thay (11), (12) vao phwong trinh can bang (10), ta nhan duwoc hé sé W, nhw vay ham
dod véng sé duoc xac dinh theo (11), ham néi lwc xac dinh theo (7) va ham (rng suét xac dinh
theo (5).

4. Két qua s6 va thao luan
Kh&o sat (rng x&r co’ hoc cla tAm chir nhat FGM Ceramic (nhém 6-xit - alumina) / Metal

(Nhém-aliminum) twa khé&p trén chu vi chiu tac dung cla tai trong phan bé déu p,. Mét trén cla
tAm giau ceramic, mé&t dwdi giau kim loai (hinh 1). Tinh chat cac vat liéu thanh phan [9]:

E. = 380GPa (Nhém 6 xit - ceramic); E,, = 70GPa (Nhém - kim loai);
Hé s6 Poisson v = 0,3 cho ca hai vat liéu (15)

Bién thién cla ti 1& thé tich gia thiét theo qui luat ham mi (1b), bién thién cia mé dun dan
hdi kéo (nén) gia thiét theo (2); hé s Poisson khong dbi theo chiéu day tdm. Dé khao sat sb
cac I6p bai toan, cac tac gia da viét chuong trinh tinh dé véng, ndi lwc va (ng suét trong tAm
bang ngdn ngr 1ap trinh Matlab.

Vi du 1: TAm vuéng (a/b=1), méng (a’h=100), dang hwéng (p=0 - E(z)=E.) chiu tac dung
cla tai trong ngang phan bb déu. Do véng khong thlr nguyén tai tam cla tdm (a/2; b/2) va mé
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men ubn I&n nhat khdng thir nguyén dwoc so sanh véi két qua gidi tich tinh theo Timoshenko
[3], theo Zenkour [8] (ly thuyét tAm Mindlin) va tinh bang Phan t& hiru han theo Ganapathi [9]
thé hién trén bang 1, c6 thé thay rang cac két qua la twong déng.

Bang 1. B6 véng va mé men uén Ién nhét khéng thir nguyén cta tdm vuéng déng nhét
(a/h=100) lién két khép trén chu vi

Gia tri khéng thtr nguyén Timoshenko [3] | Zenkour [8] | Ganapathi [9] Bai bao
w e (a bj 0,00406 0,00406 0,00406 0,00406
" 12(1-v?) pat (22 ’ ! ! ’
— 1 ab
M xmax = 7 Myl o 0,0479 0,0479 0,0479 0,0479
Pod 22

Vi du 2: TAm vuéng c6 kich thwédc: a=b=1m; chiéu day h=0,001m; lam bang vat liéu FGM
nhdm/6 xit nhém cé cac hang sb vat liéu nhw (15), chiu tac dung cla tai trong ngang phan bd
déu po = 0,1MPa.

a. Khdo sat dnh huéng cia chi sé ti 16 thé tich

Do véng va do véng khong thé nguyén tai tdm cla tAm (a/2; b/2) khi tham sbé p thay dbi
(p=0; 0,2; 0,5; 1; 5; 10; 20) thé hién trén bang 2. Biéu db d6 véng tai mat cat x=a/2 v&i cac chi
sb ti 1& thé tich p khac nhau biéu dién trén hinh 3.

Béng 2. D6 vong tai tdm cua tdm vudng, méng (a/h=100), twa khép trén chu vi, chiu tai
trong ngang phan bé déu, lam bang vét liéu FGM (nhém 6xit - nhém)

p=0 0.2 0.5 1 5 10 20 p=0
p=0. p=U. p= p= p= p=
(ceramic) (kim loai)
w [m]

0,0117 0,014 | 0,0167 | 0,0197 | 0,028 | 0,0339 | 0,0415 0,0634
Bai bao
W_ktn

0,0041 0,0049 | 0,0058 | 0,0069 | 0,0097 | 0,0118 | 0,0144 0,0221
Bai bao
W [_gg(m 0.0041 0,0049 | 0,0058 | 0,0069 | 0,0097 | 0,0118 | 0,0144 0,0221

C6 thé thdy rang khi chi sé ti I thé tich tang 1&n, dd vdng I&n nhét cla tdm ciing téng,

ddng nghta véi dd clrng cta tAm giam. Khi ti 1& thé tich p=0 (cho 2 tru'ng hop E{=E, va E,=E,,)
két qua sé twong (rng v&i trwdng hop tAm lam bang vat liéu dang hwéng. Do véng khong thir
nguyén tai tdm cda tdm khi so sanh v&i két qua tinh theo phwong phap phan tl hiru han cla
Ganapathi [9] Ia twong ddng cho thay d6 tin cay cua I giai.

Bién thién ng suat phap o, tai tam cla tdm (x=a/2; y=b/2) theo toa d6 chiéu day tdm
v&i cac chi sb ti 1& thé tich khac nhau biéu dién trén hinh 4. T biéu db (ng suét phap ta thay
(ng suét nén tai bé mat trén cta tAm tang 1&n khi chi sb ti 1& thé tich tang, vi tri méat trung hoa
chia déi chiéu day tAm vai vat lieu ddng hwdng, déi vai vat lieu FGM da thay dbi (& vi tri z#0).
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w [m]
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Hinh 3. Biéu dé dé véng tdm FGM chiju udn tai méat cat x=a/2 véi chi sé thé tich p khéc nhau

b. Anh huéng cta ti s6 mé dun dan hoi véat liéu I6p bé mat trén va dudi cia tdm FGM (i
s6 E/E,)

Hinh 5 biéu dién bidu dd dd véng tai mat cat x=a/2 cGa tAm FGM vudng, v&i cac ti s
EJ/Enm =1, 5, 10, 20, 30 khac nhau thé hién tinh di hwéng cta vat liéu. Cé thé nhan ra rang khi ti
sb E, / E,, cla vat liéu ting thi do véng clia tAm ciing tang do dd cing cla tAm giam. Do véng
tai tam cla tdm v&i trudng hop EJ/En = 10 16n gap khoang 5 1an so véi dd véng cta tAm dang
huwéng (EJ/En = 1).

0.5 fo—pt——"" - S I i
: "' : —{~ Ceramic
L e T Y ‘\7%7777 p=0,5 []
o S Lo e
- N Y e
02 ooy e
I I I I -. |
e R S
I I I I I
- I I I I I
R 6 ¢
I I I I I
01F---- 4----- [t - T \7’#****7
I I I I I A AN
I I I I I o I
02F---- H--- == F-— == === - - O L----—
I I I I I
I I I I I
0.3 - - R [ — e - - - o - - - —
03 I I I I I U
I I I I I N
04F---- [ JE [ JE [ e ——
I I I I I )
| | | | | Na
0.5 | | | | | s
-10 -8 6 -4 -2 0 2 4
sigmaX [Pa] N 106

Hinh 4. Bién thién cua (rng suat phép o theo toa dé chiéu day tdm vuéng chiu uén
béi tai trong phén b déu

Bién thién ng suat phap o, tai tam cla tdm (x=a/2; y=b/2) theo toa d6 chiéu day tdm
véi tinh di hwéng vat liéu thay di biéu dién trén hinh 6. Quan sat biéu db (rng suat phap ta thay
(ng suat kéo tai bé& mat dwdi cla tAm tang lén khi ti sb E, / E, cUa vat liéu ting.
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\ /
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Hinh 5. Biéu dé dé véng tdm FGM chiju udn tai méat cat x=a/2 véi cac ti s6 E«/E, khac nhau

p=10; a=b; a/h=100

0.5 ; T T T T
& | | —1- E1/E2=1
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sigma,_ [Pa] x 10°

Hinh 6. Bién thién cua (ing suét phép o, theo toa do chiéu day tdm vudng chju uén
béi tai trong phén bé déu véi céc ti sb6 E/E, thay dbi

5. Két luan

ng x& tinh cGa tdm chir nhat twa don trén lam bang vat liéu cé co tinh thay dbi FGM
chiu tac dung cla tai ngang phan bb déu da dwoc nghién ctu trén co sé& ly thuyét tAm cd dién
Kirchhoff-Love. Nghiém gidi tich twong minh dwéi dang nghiém Navier da dwoc xay dwng nham
khao sat anh hwédng cta chi sé thé tich, tinh di hwéng vat liéu FGM dén d6 véng, (rng suét, va
bién dang trong tAm. V&i gia thiét md dun dan hdi kéo nén ctia cac vat liéu thanh phan 14 ham
mi theo chiéu day, &ng sudt va dd véng trong tdm da duwoc tinh toan véi cac ti 1& pha tron
nhém 6 xit va nhém khac nhau. Cac két qua dwoc so sanh véi két qua tinh theo phwong phap
phan t& htru han cGa Ganapathi; khi dwa vé trwong hop riéng véi tAm ddng nhat dé so sanh voi
cac két qua cb dién cha Timoshenko cho thy tinh twong déng cla cac 16 giai.
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KET QUA NGHIEN CUU VA UNG DUNG

Do vdng Ién nhét, sy phan bd (rng suét phap theo toa dd chiéu day tdm, vi tri mét trung
hoa cha tAm FGM chju udn Ia ngudn tham kh&o tin cay khi tinh toan tAm FGM bang cac mo
hinh khac.
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