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Tóm tắt

Bài báo trình bày mô hình bán giải tích phân tích dao động tự do và ổn định của tấm vật liệu có cơ tính biến thiên hai chiều
(2D-FGM) có lỗ rỗng trên nền đàn hồi Pasternak. Mô hình kết hợp lý thuyết biến dạng cắt bậc cao bốn ẩn (HSDT-4) với
phương pháp pb2-Ritz. Cơ tính vật liệu biến thiên theo quy luật hàm lũy thừa theo hai phương trong mặt phẳng, trong khi
ảnh hưởng của lỗ rỗng được xét thông qua hai quy luật phân bố theo chiều dày. Độ chính xác của mô hình được kiểm chứng
thông qua so sánh với các kết quả đã công bố cho cả bài toán dao động và ổn định. Các khảo sát làm rõ ảnh hưởng của hai
chỉ số tỷ lệ thể tích theo hai phương trong mặt phẳng của vật liệu 2D-FGM, hệ số và quy luật phân bố lỗ rỗng, các tham số
nền Pasternak, tỷ số hình học và điều kiện biên đến tần số dao động riêng và tải trọng tới hạn của tấm.

Từ khoá: tấm 2D-FGM; vật liệu có lỗ rỗng; nền đàn hồi Pasternak; dao động tự do; ổn định; HSDT-4; phương pháp pb2-Ritz.

FREE VIBRATION AND BUCKLING OF POROUS 2D-FGM PLATES RESTING ON PASTERNAK
FOUNDATIONS

Abstract

This paper presents a semi-analytical model for the free vibration and buckling analysis of porous two-dimensional func-
tionally graded material (2D-FGM) plates resting on Pasternak elastic foundations. The model combines a four-variable
higher-order shear deformation theory (HSDT-4) with the pb2-Ritz method. The material properties vary according to
power-law distributions along two in-plane directions, while the porosity effect is described by two thickness-wise dis-
tribution patterns. The accuracy of the model is verified by comparison with published results for both vibration and
buckling problems. The parametric studies clarify the effects of the two in-plane volume-fraction indices characterizing
the two-dimensional material gradation, the porosity coefficient and distribution pattern, Pasternak foundation parameters,
geometric ratios, and boundary conditions on the natural frequency and critical buckling load of the plate.

Keywords: 2D-FGM plate; porous material; Pasternak foundation; free vibration; buckling; HSDT-4; pb2-Ritz method.
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1. Giới thiệu
Vật liệu có cơ tính biến thiên (Functionally Graded Materials – FGM) được phát triển nhằm tạo

ra sự chuyển tiếp liên tục về thành phần và cơ tính vật liệu, qua đó hạn chế hiện tượng tập trung ứng
suất thường xuất hiện tại bề mặt phân cách của composite lớp và nâng cao hiệu quả làm việc của kết
cấu [1–3]. Nhờ những ưu điểm này, FGM ngày càng được ứng dụng rộng rãi trong nhiều dạng kết cấu,
đặc biệt là kết cấu tấm.

Các nghiên cứu ban đầu chủ yếu xét tấm 1D-FGM. Javaheri và Eslami [1] nghiên cứu ổn định của
tấm chịu nén bằng CLPT, Lanhe [2] phân tích ổn định nhiệt bằng FSDT. Zenkour [3] khảo sát dao
động và ổn định của tấm sandwich FGM, trong khi Shariat và Eslami [4] xác định tải trọng tới hạn
dưới tải cơ và nhiệt. Từ 1D-FGM, các nghiên cứu mở rộng sang vật liệu biến thiên theo hai phương
(2D-FGM). Vinh và cs. [5] nghiên cứu uốn và ổn định của tấm có lỗ rỗng; Van Do và cs. [6] kết hợp
TSDT với phần tử hữu hạn; Lieu và cs. [7] dùng phân tích đẳng hình học. Chen và cs. [8] khảo sát
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dao động cưỡng bức, còn Karami và cs. [9] phân tích dao động tự do bằng lý thuyết quasi-3D. Các kết
quả cho thấy phân bố vật liệu và lỗ rỗng ảnh hưởng rõ đến ứng xử của tấm.

Trong thực tế, tấm FGM thường tương tác với môi trường đàn hồi; Winkler và Pasternak là hai
mô hình nền phổ biến [10–12]. Nền Pasternak bổ sung tương tác cắt giữa các phần tử nền, và các
tham số nền có thể làm thay đổi đáng kể độ võng, tần số dao động riêng và tải trọng tới hạn của tấm
FGM [10–12]. Nhiều phương pháp đã được sử dụng cho các kết cấu FGM, gồm phương pháp phần
tử hữu hạn, phân tích đẳng hình học, các lời giải giải tích và phương pháp Ritz [6, 7, 13–19]. Phương
pháp pb2-Ritz kết hợp đa thức hai chiều với hàm biên nên xử lý linh hoạt nhiều điều kiện liên kết và
đạt độ hội tụ tốt [15–17]. Kết hợp với HSDT-4, mô hình mô tả biến dạng cắt ngang không cần hệ số
hiệu chỉnh và giảm số ẩn [15–17].

Các công bố gần đây đã xét tấm 2D-FGM có lỗ rỗng [5], tấm 2D-FGM không rỗng [7], tấm
sandwich 2D-FGM ba pha có lỗ rỗng [13] và dầm sandwich FGM có lõi rỗng trên nền hai tham
số [19]. Tuy nhiên, phân tích đồng thời dao động tự do và ổn định của tấm 2D-FGM ba pha có lỗ
rỗng trên nền Pasternak bằng HSDT-4 kết hợp pb2-Ritz vẫn còn hạn chế. Vì vậy, bài báo xây dựng
mô hình bán giải tích dựa trên HSDT-4 kết hợp pb2-Ritz để kiểm chứng và phân tích dao động tự do
và ổn định của tấm 2D-FGM có lỗ rỗng trên nền Pasternak, qua đó khảo sát có hệ thống ảnh hưởng
của hai chỉ số tỷ lệ thể tích theo hai phương trong mặt phẳng, hệ số và quy luật phân bố lỗ rỗng, các
tham số nền, tỷ số hình học và điều kiện biên đến tần số dao động riêng và tải trọng tới hạn.

2. Mô hình và phương pháp phân tích
Xét tấm 2D-FGM kích thước a × b × h đặt trên nền đàn hồi Pasternak như minh họa trên Hình 1.

Hệ tọa độ Descartes (x, y, z) được thiết lập với mặt trung bình của tấm tại z = 0, hai mặt ngoài tương
ứng với z = h/2 và z = −h/2. Nền Pasternak được đặc trưng bởi hệ số nền Winkler kw và hệ số lớp cắt
Pasternak ks.

Hình 1. Mô hình tấm 2D-FGM có lỗ rỗng trên nền đàn hồi Pasternak và các quy luật phân bố lỗ rỗng

Tấm được cấu tạo từ ba pha vật liệu gồm kim loại M và hai loại gốm C1,C2, với tỷ phần thể tích
biến thiên liên tục theo hai phương x và y. Ảnh hưởng của lỗ rỗng được xét theo chiều dày thông qua
hai dạng phân bố: phân bố đều (UPD) và phân bố đối xứng (SPD), như thể hiện trên Hình 1.

Các tính chất cơ học của vật liệu nền chưa xét đến lỗ rỗng được xác định theo quy tắc hỗn hợp
Voigt [20, 21]:

P0(x, y) = PC1VC1(x, y) + PC2VC2(x, y) + PMVM(x, y) (1)

trong đó P0 biểu diễn tính chất vật liệu chưa xét đến ảnh hưởng của lỗ rỗng; trong nghiên cứu này,
quy tắc hỗn hợp Voigt được sử dụng để xác định mô đun đàn hồi E0, khối lượng riêng ρ0 và hệ số
Poisson ν0 từ tỷ phần thể tích của các pha vật liệu; PC1 , PC2 và PM lần lượt là các tính chất cơ học của
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hai pha gốm C1,C2 và pha kim loại M. Tỷ phần thể tích của các pha vật liệu được giả thiết biến thiên
theo quy luật hàm lũy thừa như sau [20, 21]:

VC1(x, y) =
( x
a

)px
[
1 −

( y
b

)py
]

(2)

VC2(x, y) =
( x
a

)px
( y
b

)py

(3)

VM(x, y) = 1 −
( x
a

)px

(4)

VC1(x, y) + VC2(x, y) + VM(x, y) = 1 (5)

trong đó px và py là các chỉ số tỷ lệ thể tích theo hai phương x và y. Với px > 0, tại cạnh x = 0 vật liệu
hoàn toàn là kim loại M; tại góc (x = a, y = 0) vật liệu hoàn toàn là gốm C1 và tại góc (x = a, y = b)
vật liệu hoàn toàn là gốm C2. Khi px = 0 hoặc py = 0 trong tính toán quy ước tương ứng (x/a)px = 1
hoặc (y/b)py = 1 trên toàn miền. Theo đó, px = 0 cho VM = 0, còn py = 0 cho VC1 = 0.

Để xét ảnh hưởng của lỗ rỗng trong vật liệu, các tính chất cơ học hiệu dụng của tấm được hiệu
chỉnh thông qua hệ số lỗ rỗng e0.

Với phân bố đều (UPD), các tính chất cơ học hiệu dụng được xác định như sau:

P(x, y, z) = (1 − e0)P0(x, y) (6)

Với phân bố đối xứng (SPD), các tính chất cơ học hiệu dụng được xác định theo biểu thức:

P(x, y, z) =
[
1 − e0

(
1 −

2|z|
h

)]
P0(x, y) (7)

trong đó e0 là hệ số lỗ rỗng; P và P0 lần lượt là tính chất cơ học của vật liệu có và không xét đến ảnh
hưởng của lỗ rỗng. Trong nghiên cứu này, các biểu thức (6) và (7) được áp dụng trực tiếp cho mô đun
đàn hồi E và khối lượng riêng ρ. Hệ số Poisson không bị hiệu chỉnh bởi hệ số lỗ rỗng, ν = ν0, còn mô
đun trượt được xác định theo G = E/[2(1 + ν)].

3. Quan hệ vật liệu và phương trình chủ đạo
3.1. Trường chuyển vị

Để xét đến ảnh hưởng của biến dạng cắt ngang mà không cần sử dụng hệ số hiệu chỉnh cắt, nghiên
cứu này áp dụng lý thuyết HSDT-4. Theo lý thuyết này, trường chuyển vị tại một điểm bất kỳ của tấm
được biểu diễn thông qua các chuyển vị trên mặt trung bình và hai thành phần chuyển vị ngang do
uốn và biến dạng cắt như sau [15–17]:

u = u0 − z
∂wb

∂x
− f (z)

∂ws

∂x
; v = v0 − z

∂wb

∂y
− f (z)

∂ws

∂y
w = wb + ws

(8)

trong đó u0 và v0 là các thành phần chuyển vị trong mặt phẳng của mặt trung bình; wb và ws lần lượt
là các thành phần chuyển vị ngang do biến dạng uốn và biến dạng cắt; f (z) là hàm phân bố biến dạng
cắt theo chiều dày, được xác định như sau [15–17]:

f (z) = z
[
−

1
8
+

3
2

( z
h

)2
]

; g(z) = 1 −
d f (z)

dz
(9)
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3.2. Quan hệ biến dạng – chuyển vị
Từ trường chuyển vị trong công thức (8), các thành phần biến dạng trong mặt phẳng và biến dạng

cắt ngang được biểu diễn dưới dạng:

ε = ε0 + zκb + f (z)κs; γ = g(z)γs (10)

trong đó:
ε =

{
εxx, εyy, γxy

}T
; γ =

{
γxz, γyz

}T

ε0 =
{
u0,x, v0,y, u0,y + v0,x

}T
; κb = −

{
wb,xx,wb,yy, 2wb,xy

}T

κs = −
{
ws,xx,ws,yy, 2ws,xy

}T
; γs =

{
ws,x,ws,y

}T

(11)

Ở đây, dấu phẩy trong chỉ số dưới biểu thị đạo hàm riêng theo tọa độ tương ứng.
Quan hệ ứng suất – biến dạng của tấm được viết dưới dạng:

σ = Qε; τ = Qsγ

σ =
{
σxx, σyy, τxy

}T
; τ =

{
τxz, τyz

}T (12)

Các ma trận hệ số đàn hồi được xác định như sau:

Q =

Q11 Q12 0
Q12 Q22 0
0 0 Q66

 ; Qs =

[
Q55 0
0 Q44

]

Q11 = Q22 =
E(x, y, z)

1 − ν2
; Q12 =

νE(x, y, z)
1 − ν2

; Q44 = Q55 = Q66 =
E(x, y, z)
2(1 + ν)

(13)

trong đó, E(x, y, z) là mô đun đàn hồi của vật liệu có xét đến ảnh hưởng của lỗ rỗng, được xác định
theo các công thức (1), (6) và (7); hệ số Poisson ν được giả thiết không thay đổi khi xét ảnh hưởng
của lỗ rỗng.

Các hợp lực ứng suất, mô men uốn, mô men bậc cao và hợp lực cắt ngang được định nghĩa như
sau:

N =
∫ h/2

−h/2
σdz; Mb =

∫ h/2

−h/2
zσdz

Ms =

∫ h/2

−h/2
f (z)σdz; Qs =

∫ h/2

−h/2
g(z)τdz

(14)

với:
N = Aε0 + Bκb + Bsκs

Mb = Bε0 + Dκb + Dsκs

Ms = Bsε0 + Dsκb +Hsκs

Qs = Asγs

(15)

Các hệ số độ cứng trong công thức (15) được xác định bởi:(
Ai j, Bi j,Di j, Bs

i j,D
s
i j,H

s
i j

)
=

∫ h/2

−h/2
Qi j

(
1, z, z2, f (z), z f (z), f 2(z)

)
dz

As
i j =

∫ h/2

−h/2
Qi jg2(z)dz

(16)

trong đó i, j = 1, 2, 6 đối với các ma trận A, B,D, Bs,Ds và Hs; i, j = 4, 5 đối với ma trận As.
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3.3. Phiếm hàm năng lượng
Thế năng biến dạng của tấm được xác định theo biểu thức [22]:

U =
1
2

∫
A

∫ h/2

−h/2

(
σTε + τTγ

)
dzdA (17)

Sử dụng các nội lực tổng quát trong công thức (14), biểu thức (17) được viết lại dưới dạng:

U =
1
2

∫
A

(
εT

0 N + κT
b Mb + κTs Ms + γT

s Qs
)

dA (18)

Thay các quan hệ trong công thức (15) vào công thức (18), thế năng biến dạng của tấm được biểu
diễn như sau:

U =
1
2

∫
A

[
εT

0 Aε0 + 2εT
0 Bκb + 2εT

0 Bsκs

+ κTb Dκb + 2κTb Dsκs + κ
T
s Hsκs + γ

T
s Asγs

]
dA

(19)

Công của tải trọng nén trong mặt phẳng và phản lực của nền đàn hồi Pasternak được xác định theo
biểu thức [22]:

W =
1
2

∫
A

N0
x

(
∂w
∂x

)2

+ N0
y

(
∂w
∂y

)2

+ 2N0
xy
∂w
∂x
∂w
∂y

− kww2 − ks

(∂w∂x
)2

+

(
∂w
∂y

)2 dA

(20)

trong đó w = wb + ws là chuyển vị ngang của tấm; N0
x ,N

0
y và N0

xy là các tải trọng trong mặt phẳng;
kw và ks lần lượt là hệ số nền Winkler và hệ số lớp cắt Pasternak của nền Pasternak. Các thành phần
tải được biểu diễn dưới dạng N0

x = λγ1N0, N0
y = λγ2N0, N0

xy = λγ3N0, trong đó N0 là tải trọng tham
chiếu, γ1, γ2 và γ3 là các hệ số tỷ lệ tải, còn λ là hệ số tải. Trong nghiên cứu này, các thành phần tải
trọng không thay đổi độc lập mà được tăng đồng thời theo cùng hệ số tải λ; γ1, γ2 và γ3 quy định tỷ
lệ cố định giữa các thành phần tải.

Động năng của tấm được xác định như sau [22]:

T =
1
2

∫
A

∫ h/2

−h/2
ρ(x, y, z)

(
u̇2 + v̇2 + ẇ2

)
dzdA (21)

Thay trường chuyển vị trong công thức (8) vào công thức (21), động năng được viết dưới dạng:

T =
1
2

∫
A

{
I0

(
u̇2

0 + v̇2
0 + ẇ2

b + 2ẇbẇs + ẇ2
s

)
−2I1

(
u̇0ẇb,x + v̇0ẇb,y

)
− 2J1

(
u̇0ẇs,x + v̇0ẇs,y

)
+I2

(
ẇ2

b,x + ẇ2
b,y

)
+ 2J2

(
ẇb,xẇs,x + ẇb,yẇs,y

)
+ K2

(
ẇ2

s,x + ẇ2
s,y

)}
dA

(22)

Các mô men quán tính khối lượng trong công thức (22) được xác định bởi:

In(x, y) =
∫ h/2

−h/2
ρ(x, y, z)zndz; n = 0, 1, 2

J1(x, y) =
∫ h/2

−h/2
ρ(x, y, z) f (z)dz; J2(x, y) =

∫ h/2

−h/2
ρ(x, y, z)z f (z)dz;

K2(x, y) =
∫ h/2

−h/2
ρ(x, y, z) f 2(z)dz

(23)
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Hàm Lagrange của hệ được biểu diễn dưới dạng [22]:

Π = T − U +W (24)

Hàm Lagrange trong công thức (24) được sử dụng để thiết lập hệ phương trình của bài toán bằng
phương pháp pb2-Ritz.

3.4. Phương pháp pb2-Ritz

Để thuận tiện cho quá trình tính toán, hệ tọa độ không thứ nguyên (ξ, η) được thiết lập từ hệ tọa
độ Descartes (x, y) như sau:

ξ =
x
a

; η =
y
b

; 0 ≤ ξ, η ≤ 1 (25)

Theo phương pháp pb2-Ritz, các thành phần chuyển vị trên mặt trung bình của tấm được xấp xỉ
bằng các đa thức hai biến kết hợp với các hàm biên như sau [23]:

u0(ξ, η) =
MR∑
p=0

p∑
s=0

ups(ξ, η)du
ps =

M∗R∑
j=1

u j(ξ, η)du
j = UT du

v0(ξ, η) =
MR∑
p=0

p∑
s=0

vps(ξ, η)dv
ps =

M∗R∑
j=1

v j(ξ, η)dv
j = VT dv

wb(ξ, η) =
MR∑
p=0

p∑
s=0

wbps(ξ, η)db
ps =

M∗R∑
j=1

wb j(ξ, η)db
j =WT

b db

ws(ξ, η) =
MR∑
p=0

p∑
s=0

wsps(ξ, η)ds
ps =

M∗R∑
j=1

ws j(ξ, η)ds
j =WT

s ds

(26)

MR là bậc của đa thức Ritz; p = 0, 1, ..., MR và s = 0, 1, ..., p. Chỉ số j và tổng số số hạng trong mỗi
khai triển được xác định theo các biểu thức:

j =
(p + 1)(p + 2)

2
− p + s (27)

M∗R =
(MR + 1)(MR + 2)

2
(28)

Các hàm xấp xỉ trong công thức (26) được xây dựng bằng cách kết hợp đa thức hai biến với các
hàm biên, có dạng:

u j(ξ, η) = Bu(ξ, η)ξp−sηs; v j(ξ, η) = Bv(ξ, η)ξp−sηs;

wb j(ξ, η) = Bw(ξ, η)ξp−sηs; ws j(ξ, η) = Bw(ξ, η)ξp−sηs (29)

trong đó Bu, Bv và Bw là các hàm biên, được xây dựng để các hàm xấp xỉ tự động thỏa mãn các điều
kiện biên hình học của tấm. Các hàm này được xác định như sau:

Bu(ξ, η) = ηµ1(1 − ξ)µ2(1 − η)µ3ξµ4 ; Bv(ξ, η) = ηµ5(1 − ξ)µ6(1 − η)µ7ξµ8 ;

Bw(ξ, η) = ηµ9(1 − ξ)µ10(1 − η)µ11ξµ12
(30)
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trong đó các số mũ µi được lựa chọn theo loại điều kiện biên tại từng cạnh. Chẳng hạn, đối với cạnh
x = 0, nếu cạnh ngàm (C) thì số mũ của các chuyển vị trong mặt phẳng bằng 1, còn chuyển vị ngang
bằng 2; nếu cạnh tựa đơn (S) thì các số mũ tương ứng lần lượt bằng 0 và 1; đối với cạnh tự do (F), tất
cả các số mũ đều bằng 0. Các cạnh còn lại được xác định tương tự.

Trong mỗi hàm biên, bốn số mũ được sắp theo thứ tự các cạnh y = 0, x = a, y = b và x = 0; cụ
thể, (µ1, µ2, µ3, µ4) ứng với Bu, (µ5, µ6, µ7, µ8) ứng với Bv và (µ9, µ10, µ11, µ12) ứng với Bw. Trong ví
dụ kiểm chứng ở Bảng 3, điều kiện SFSF được quy ước với hai cạnh x = 0 và x = a tựa đơn, còn hai
cạnh y = 0 và y = b tự do.

Thay các biểu thức xấp xỉ trong công thức (26) vào hàm Lagrange (24) và áp dụng phương trình
Lagrange đối với véc tơ các hệ số Ritz, ta có:

d
dt

(
∂Π

∂ḋ

)
−
∂Π

∂d
= 0 (31)

trong đó d là véc tơ chứa các hệ số chưa biết của phép xấp xỉ Ritz, được viết dưới dạng:

d =
{
du, dv, db, ds

}T
(32)

Sau khi thay các hàm xấp xỉ Ritz vào các biểu thức năng lượng, công của tải trọng và nền trong
công thức (20) được tách dưới dạng W = λWg − U f , trong đó Wg là công tương ứng với hệ tải trọng
tham chiếu và U f là thế năng biến dạng của nền đàn hồi. Khi đó, các ma trận của hệ được xác định
thông qua các dạng toàn phương:

U + U f =
1
2

dT Kd; T =
1
2

ḋT Mḋ; Wg =
1
2

dT Kgd (33)

Tương ứng, các phần tử ma trận được xác định bởi:

Ki j =
∂2(U + U f )
∂di∂d j

; Mi j =
∂2T
∂ḋi∂ḋ j

; (Kg)i j =
∂2Wg

∂di∂d j
(34)

trong đó di là phần tử thứ i của véc tơ hệ số Ritz d. Các phần tử của K,M và Kg được xác định từ các
tích phân trên miền tấm của các hàm Ritz và các đạo hàm tương ứng thông qua các biểu thức năng
lượng nêu trên.

Từ các biểu thức trên, phương trình dao động tự do được thiết lập dưới dạng:(
K − ω2M

)
d = 0 (35)

trong đó K và M lần lượt là ma trận độ cứng và ma trận khối lượng của kết cấu.
Điều kiện để hệ phương trình (35) có nghiệm khác không được xác định bởi:

det
(
K − ω2M

)
= 0 (36)

Đối với bài toán ổn định, khi xét tải trọng nén trong mặt phẳng, hệ phương trình cân bằng có dạng:(
K − λKg

)
d = 0 (37)

trong đó Kg là ma trận độ cứng hình học ứng với tải trọng tham chiếu N0 và các hệ số tỷ lệ tải
γ1, γ2, γ3; λ là hệ số tải.

Điều kiện xác định tải trọng tới hạn được viết như sau:

det
(
K − λKg

)
= 0 (38)

Giá trị riêng dương nhỏ nhất λcr là hệ số tải tới hạn, từ đó tải trọng tới hạn được xác định bởi
Ncr = λcrN0.
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4. Kiểm chứng mô hình và kết quả tính
Chương trình MATLAB được xây dựng từ mô hình trên. Các ví dụ kiểm chứng dùng thông số và

cách chuẩn hóa của tài liệu gốc; ở Mục 4.2 chỉ tham số đang xét được thay đổi. Các đại lượng không
thứ nguyên được xác định như sau:

ω = ω
a2

h

√
ρM

EM
; Ncr =

Ncra2

EMh3 ; kw =
kwa4

EMh3 ; ks =
ksa2

EMh3
(39)

4.1. Các ví dụ kiểm chứng

Ở Bảng 1 và Bảng 2, mô hình ba pha được quy về hai pha bằng cách gán C1 và M cùng tính chất
SUS304, còn C2 là Si3N4. Khi đó, VS i3N4 = VC2 = (

x
a

)px(
y
b

)py và VS US 304 = VC1 + VM = 1 − VS i3N4 .

Tính chất vật liệu lấy theo [24]; không xét lỗ rỗng và nền đàn hồi.

a. Khảo sát hội tụ

Khảo sát hội tụ dùng tấm vuông có b/a = 1, a/h = 20, px = py = 1 với hai điều kiện biên SSSS
và CCCC. Bậc Ritz MR thay đổi từ 1 đến 10; số hệ số của mỗi biến là m = (MR + 1)(MR + 2)/2 và
tổng số bậc tự do là 4m. Bảng 1 cho thấy nghiệm hội tụ nhanh; với SSSS gần như hội tụ từ MR = 6,
còn với CCCC sai khác tại MR = 6 nhỏ hơn 0,05%. Do đó, MR = 10 được chọn cho các khảo sát tiếp
theo (66 hệ số cho mỗi biến, tổng cộng 264 bậc tự do NDOF). Hai cột phần trăm trong Bảng 1 biểu thị
mức thay đổi so với bậc Ritz liền trước.

Bảng 1. Khảo sát hội tụ của tần số dao động riêng ω̄ cơ bản không thứ nguyên của tấm 2D-FGM

MR m NDOF ω̄ (SSSS) ∆ (%) ω̄ CCCC ∆ (%)

1 3 12 1,042388 – 1,769137 –
2 6 24 0,986401 5,675910 1,765953 0,180300
4 15 60 0,983779 0,020776 1,764065 0,098443
6 28 112 0,983750 0,000110 1,763311 0,040964
8 45 180 0,983749 0,000000 1,762936 0,020642
10 66 264 0,983749 0,000000 1,762732 0,011291

b. Kiểm chứng mô hình dao động tự do

Kiểm chứng dao động tự do dùng tấm vuông có b/a = 1, a/h = 20, biên SSSS và các tổ hợp px

và py, so sánh với kết quả phần tử hữu hạn của Tran và cs. [24]. Bảng 2 cho sai số lớn nhất 0,3210%,
xác nhận độ chính xác của mô hình.

Bảng 2. So sánh tần số dao động riêng cơ bản không thứ nguyên ω̄ của tấm 2D-FGM

py Nguồn px = 0 px = 0,5 px = 1 px = 2 px = 10

0 Tran và cs. [24] 1,9893 1,3896 1,1794 1,0151 0,8611
Bài báo 1,9832 1,3852 1,1756 1,0119 0,8586

1 Tran và cs. [24] 1,1794 1,0533 0,9868 0,9220 0,8484
Bài báo 1,1756 1,0501 0,9837 0,9192 0,8459

10 Tran và cs. [24] 0,8611 0,8525 0,8484 0,8445 0,8383
Bài báo 0,8586 0,8500 0,8459 0,8420 0,8358
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c. Kiểm chứng bài toán ổn định

Kiểm chứng ổn định dùng tấm 1D-FGM Al/Al2O3 không lỗ rỗng và không nền đàn hồi. Quy luật
hai phương x và y được đưa về E(z) = EAl + (EAl2O3 − EAl)(z/h + 1/2)pz , với EAl = 70 GPa, EAl2O3 =

380 GPa và ν = 0,30. Tấm có a = b = 1 m, a/h = 100, chịu nén với (γ1, γ2) = (1, 0), (0, 1), (1, 1),
γ3 = 0. Hai điều kiện biên SSSS, SFSF được xét với pz = 0, 1, 2. Bảng 3 cho kết quả rất gần Li và
cs. [25], sai số lớn nhất 0,4033%, tiếp tục xác nhận độ chính xác của HSDT-4/pb2-Ritz cho bài toán
ổn định.

Bảng 3. So sánh tải trọng tới hạn Ncr (MN/m) của tấm 1D-FGM

Điều kiện biên pz Nguồn (γ1, γ2) = (1, 0) (γ1, γ2) = (0, 1) (γ1, γ2) = (1, 1)

SSSS 0 Li và cs. [25] 1,3731 1,3731 0,6866
Bài báo 1,3730 1,3730 0,6865

1 Li và cs. [25] 0,6845 0,6845 0,3423
Bài báo 0,6844 0,6844 0,3422

2 Li và cs. [25] 0,5341 0,5341 0,2665
Bài báo 0,5341 0,5341 0,2670

SFSF 0 Li và cs. [25] 0,6986 0,3271 0,3201
Bài báo 0,7014 0,3270 0,3201

1 Li và cs. [25] 0,3485 0,1630 0,1594
Bài báo 0,3496 0,1630 0,1596

2 Li và cs. [25] 0,2719 0,1272 0,1245
Bài báo 0,2728 0,1272 0,1245

4.2. Kết quả và thảo luận

Trong Mục 4.2, bộ thông số cơ sở gồm tấm vuông có a/b = 1 và a/h = 20; vật liệu Al2O3 (C1),
ZrO2 (C2) và Al (M), với dữ liệu theo Duong và cs. [13], gồm Al2O3 có E = 380 GPa, ν = 0,30
và ρ = 3800 kg/m3; ZrO2 có E = 200 GPa, ν = 0,30 và ρ = 5700 kg/m3; Al có E = 70 GPa,
ν = 0,30 và ρ = 2707 kg/m3. Chọn px = py = 1, hệ số lỗ rỗng e0 = 0,1 theo SPD; biên SSSS; nền
Pasternak k̄w = 50 và k̄s = 5; bậc Ritz MR = 10. Bài toán ổn định xét nén hai phương bằng nhau với
γ1 = 1, γ2 = 1 và γ3 = 0. Trong từng khảo sát, chỉ tham số đang xét được thay đổi.

a. Ảnh hưởng của các chỉ số tỷ lệ thể tích px và py

Ảnh hưởng của các chỉ số tỷ lệ thể tích px và py đến tần số cơ bản và tải trọng tới hạn được trình
bày trong Bảng 4; hai chỉ số thay đổi từ 0 đến 10, các tham số còn lại giữ theo bộ cơ sở.

Bảng 4. Ảnh hưởng của các chỉ số vật liệu px và py đến tần số dao động riêng cơ bản không thứ nguyên ω̄ và
tải trọng tới hạn không thứ nguyên N̄cr

py Đại lượng px = 0 px = 0,5 px = 1 px = 2 px = 5 px = 10

0 ω̄ 11,0668 11,5635 12,0313 12,7305 13,5981 13,8625
N̄cr 12,4956 11,3098 10,6132 9,9828 9,5528 9,4242

0,5 ω̄ 12,2841 12,5450 12,8410 13,3021 13,8355 13,9569
N̄cr 13,8267 12,1349 11,1256 10,2235 9,6381 9,4728

1 ω̄ 13,0664 13,1680 13,3406 13,6334 13,9565 13,9998
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py Đại lượng px = 0 px = 0,5 px = 1 px = 2 px = 5 px = 10

N̄cr 14,5450 12,5857 11,4007 10,3426 9,6729 9,4906
2 ω̄ 14,0404 13,9246 13,9295 14,0034 14,0803 14,0409

N̄cr 15,3580 13,0961 11,7072 10,4678 9,7050 9,5057
5 ω̄ 15,1506 14,7534 14,5517 14,3751 14,2003 14,0818

N̄cr 16,2490 13,6471 12,0321 10,5969 9,7383 9,5217
10 ω̄ 15,5559 15,0459 14,7677 14,5044 14,2475 14,1018

N̄cr 16,6209 13,8683 12,1612 10,6514 9,7562 9,5318

Bảng 4 cho thấy các chỉ số px và py ảnh hưởng rõ đến dao động và ổn định. Tần số tăng theo py;
tại px = 0, ω̄ tăng từ 11,0668 lên 15,5559 (40,6%) khi py tăng từ 0 đến 10. Ảnh hưởng của px phụ
thuộc py: với py ≤ 1, tần số tăng theo px; còn khi py ≥ 5, tần số giảm theo px. Tải trọng tới hạn giảm
theo px nhưng tăng theo py. Tại py = 1, N̄cr giảm khoảng 34,8% khi px tăng từ 0 đến 10; tại px = 0,
N̄cr tăng khoảng 33,0% khi py tăng từ 0 đến 10; vì vậy py cải thiện ổn định, còn px làm giảm tải trọng
tới hạn.

b. Ảnh hưởng của lỗ rỗng
Hình 2 trình bày ảnh hưởng của hệ số lỗ rỗng e0 và quy luật phân bố; khi e0 tăng, tần số tăng còn

tải trọng tới hạn giảm. Với UPD, e0 tăng, ω̄ tăng từ 13,0652 tại e0 = 0 lên 14,7303 tại e0 = 0,3 (tăng
12,74%); với SPD, ω̄ chỉ tăng 6,90%. Với UPD, mô đun đàn hồi và khối lượng riêng cùng giảm theo
(1 - e0); trong khi nền giữ nguyên, nên đóng góp tương đối của nền làm tần số tăng. SPD bảo toàn
tốt hơn vật liệu gần hai bề mặt nên biến thiên nhỏ hơn, phù hợp xu hướng ghi nhận bởi Ebrahimi và
cs. [26].

(a) Tần số dao động riêng ω̄ (b) Tải trọng tới hạn N̄cr

Hình 2. Ảnh hưởng của hệ số lỗ rỗng e0 và quy luật phân bố lỗ rỗng

Tải trọng tới hạn giảm khi e0 tăng. Với UPD, N̄cr giảm từ 11,5081 xuống 10,2493 khi e0 tăng từ 0
đến 0,3 (giảm 10,94%); với SPD chỉ giảm 2,81%. SPD bảo toàn tốt hơn vật liệu xa mặt trung hòa nên
duy trì độ cứng uốn tốt hơn.

c. Ảnh hưởng của nền đàn hồi Pasternak
Hình 3 khảo sát hệ số nền Winkler k̄w; khi k̄w tăng từ 0 lên 200 với k̄s = 5, tần số tăng 44,52% và

tải trọng tới hạn tăng 89,48%; nền Winkler ảnh hưởng mạnh hơn đến ổn định.
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(a) Tần số dao động riêng ω̄ (b) Tải trọng tới hạn N̄cr

Hình 3. Ảnh hưởng của hệ số nền Winkler k̄w

Hình 4 cho thấy khi k̄s tăng từ 0 lên 20 (k̄w = 50), tần số tăng 99,13% và tải trọng tới hạn tăng
312,46%, cho thấy hiệu ứng gia cứng rõ của lớp cắt Pasternak.

(a) Tần số dao động riêng ω̄ (b) Tải trọng tới hạn N̄cr

Hình 4. Ảnh hưởng của hệ số lớp cắt Pasternak k̄s

d. Ảnh hưởng của điều kiện biên

Bảng 5 cho thấy khi chuyển từ SSSS sang CCCC, ω̄1, ω̄2 và ω̄3 tăng khoảng 36,17%; 31,33% và
31,67%; tải trọng tới hạn tăng 50,06%. Liên kết biên chặt hơn làm tăng độ cứng của tấm và nâng cao
khả năng ổn định.

Bảng 5. Ảnh hưởng của điều kiện biên đến ba tần số dao động riêng đầu tiên và tải trọng tới hạn

Điều kiện biên ω̄1 ω̄2 ω̄3 N̄cr

SSSS 13,3406 24,5634 25,0177 11,4007
CCCC 18,1653 32,2587 32,9399 17,1079
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e. Ảnh hưởng của tỷ số kích thước

Hình 5 trình bày ảnh hưởng của tỷ số kích thước với a/h = 10, 20, 30, 50, 100. Khi a/h tăng từ 10
lên 100, tần số và tải trọng tới hạn tăng lần lượt 1,77% và 2,70%. Biến dạng cắt giảm khi tấm mỏng
hơn (a/h nhỏ) và tiến tới hội tụ khi a/h lớn; tải trọng tới hạn nhạy hơn với tỷ số kích thước so với tần
số cơ bản.

(a) Tần số dao động riêng ω̄ (b) Tải trọng tới hạn N̄cr

Hình 5. Ảnh hưởng của tỷ số kích thước a/h

f. Ảnh hưởng của tỷ số cạnh

Hình 6 khảo sát tỷ số cạnh b/a = 0,5; 0,75; 1; 1,25; 1,5; 2. Khi b/a tăng từ 0,5 đến 2, tần số và tải
trọng tới hạn giảm lần lượt 57,8% và 26,6%; dao động nhạy hơn ổn định.

(a) Tần số dao động riêng ω̄ (b) Tải trọng tới hạn N̄cr

Hình 6. Ảnh hưởng của tỷ số cạnh b/a

5. Kết luận
Mô hình bán giải tích dựa trên lý thuyết HSDT-4 kết hợp phương pháp pb2-Ritz đã được xây dựng

để phân tích dao động tự do và ổn định của tấm 2D-FGM có lỗ rỗng trên nền đàn hồi Pasternak. Độ
chính xác của mô hình được đánh giá thông qua khảo sát hội tụ và so sánh với các kết quả đã công bố
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cho cả bài toán dao động và ổn định. Trên cơ sở các khảo sát tham số, một số kết luận chính được rút
ra như sau:

- Hai chỉ số tỷ lệ thể tích theo hai phương trong mặt phẳng ảnh hưởng rõ rệt đến ứng xử của tấm.
Khi py tăng, tần số dao động riêng và tải trọng tới hạn đều tăng; trong khi px làm giảm tải trọng tới
hạn, ảnh hưởng đến tần số phụ thuộc vào giá trị của py.

- Hệ số và quy luật phân bố lỗ rỗng tác động khác nhau đến đặc trưng dao động và ổn định. Trong
phạm vi khảo sát, khi hệ số lỗ rỗng tăng, tần số dao động riêng cơ bản tăng nhưng tải trọng tới hạn
giảm; phân bố đều UPD gây ảnh hưởng rõ hơn so với phân bố đối xứng SPD.

- Sự gia tăng các tham số nền Pasternak làm tăng cả tần số dao động riêng cơ bản và tải trọng tới
hạn, cho thấy vai trò của nền đàn hồi trong việc nâng cao độ cứng tổng thể và khả năng ổn định của
tấm.

- Điều kiện biên có ảnh hưởng đáng kể đến cả hai đặc trưng cơ học. Tấm CCCC cho tần số dao
động riêng cơ bản và tải trọng tới hạn lớn hơn rõ rệt so với tấm SSSS do mức độ hạn chế chuyển vị và
độ cứng biên cao hơn.

- Khi tỷ số kích thước a/h tăng, ảnh hưởng của biến dạng cắt ngang giảm dần; tần số dao động
riêng cơ bản và tải trọng tới hạn tăng nhẹ và tiến tới giá trị hội tụ khi tấm trở nên mỏng hơn.

- Khi tỷ số cạnh b/a tăng, cả tần số dao động riêng cơ bản và tải trọng tới hạn đều giảm. Trong
phạm vi khảo sát, đặc trưng dao động thể hiện độ nhạy với tỷ số cạnh lớn hơn so với đặc trưng ổn
định.
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