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Tom tat

Bai béo st dung Iy thuyét bién dang cét bac nhét don gian véi bbn 4n chuyén vi d€ phén tich dao dong riéng ciia tAim chit
nhit bing vt liéu 4p dién, co tinh bién thién, c6 vi bot réng (piezoelectric functionally graded plates with porosities —
Piezo-FGPo) va dit trén nén dan hdi. Cac tinh chét hiéu dung ctia vat liéu Piezo-FGPo dugc gii thiét bién thién doc chiéu
day theo quy luat ham ldy thita higu chinh, trong dé anh huéng clia d6 rng vé6i hai dang: phan b6 déu va phan bd khong
déu dbi xiing dudc xét dén. Cac phuong trinh chuyén dong cia tim Piezo-FGPo trén nén dan hoi duéi tic dung clia trudng
co—dién dugc thiét 1ap theo phuong phap Ritz. Két qua dudc so sanh véi cac cong b trén cic ngudn tai lidu mé dé kiém
chiing d6 tin cdy ctia md hinh dé xuét. Tiép theo, anh hudng ctia dién thé 4p dit, chi sb ty 1 thé tich cac vat liéu thanh
phan, dang phan bd va hé s6 do réng, ciing nhu cdc tham s hinh hoc va diéu kién bién dén tan s6 dao dong riéng cia tim
Piezo-FGPo dugc khao sat va thao luan chi tiét. M6 hinh va cac két qua thu dugc c6 tiém ning Gng dung trong thiét ké cam
bién, hé thong thu hoi ning lugng, diéu khién dao dong, ciing nhu giam sat stic khée két ciu clia cac két cAu thong minh.

Tir khod: dao dong riéng; vat lidu ap dién cd tinh bién thién cé vi bot rdng; 1y thuyét bién dang cét bac nhét don gian; phudng
phép Ritz; nén dan hoi.

FREE VIBRATION ANALYSIS OF PIEZOELECTRIC FUNCTIONALLY GRADED PLATES WITH
POROSITIES USING SEMI-ANALYTICAL SOLUTION BASED ON SIMPLE FIRST-ORDER SHEAR
DEFORMATION THEORY

Abstract

This paper presents a semi-analytical solution based on the four-variable simple first-order shear deformation theory to ana-
lyze the free vibration of rectangular piezoelectric functionally graded material plates with porosities (Piezo-FGPo) resting
on an elastic foundation. The effective material properties are assumed to vary continuously through the plate thickness
according to a power-law distribution and are modified to account for the presence of porosities with two porosity distri-
bution patterns, namely uniform and symmetric non-uniform distributions. The equations of motion of Piezo-FGPo plate
under electromechanical coupling resting on an elastic foundation are derived by using Ritz solution. The obtained results
are validated against those reported in previous publications to verify the reliability and accuracy of the proposed model.
Consequently, the influence of the applied voltage, volume fraction index, porosity characteristics, geometric dimension,
and boundary conditions on the natural frequency of Piezo-FGPo plate is investigated and discussed in detail. The results
obtained from the proposed model provide valuable insights into sensor design, energy harvesting, active dynamic control,
and structural health monitoring of smart structures.

Keywords: free vibration; functionally graded piezoelectric porous material; simple first-order shear deformation theory;
Ritz method; elastic foundation.
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1. Pit van dé
Vit lidu 4p dién dugc tng dung rong rii trong cac két ciu thong minh nho kha ning chuyén ddi
ning lugng co—dién thong qua hai hiéu ting 4p dién thuan va nghich, cho phép chiing hoat dong dong
*Téac gia dai dién. Dja chi e-mail: longnv @huce.edu.vn (Long, N. V.)
1


https://doi.org/10.31814/stce.huce2026-20(4V)-01
mailto:longnv@huce.edu.vn

Binh, C. T. va cs. / Tap chi Khoa hoc Cong nghé Xay dung

thdi v6i vai trdo cdm bién va kich thich. Céc thiét bi 4p dién truyén théng thudng dudc ché tao duéi
dang két cAu nhiéu 16p, trong d6 su lién két giita cac 16p vat liéu khac nhau hoic giita cac 16p ap dién
¢6 hudng phan cuc khac nhau c6 thé gay ra hién tugng bong tich va tip trung ting sut tai bé mit tiép
giap, 1am suy giam do bén va do tin cdy cia két cau [1-5].

Nham khic phuc nhiing han ché ctia két ciu 4p dién nhiéu 16p truyén thdng, khai niém vit liéu c6
co tinh bién thién — FGM da dudc md rong cho vat liéu ap dién, hinh thanh nén vat liéu 4p dién c6 co
tinh bién thién — Piezo-FGM. Véi su bién ddi lién tuc cda ty phan vat liéu thanh phan va cdc dic tinh
co—dién theo toa dd khong gian, Piezo-FGMs gidp giam su gian doan vt liéu, han ché tip trung tng
suAt va nang cao do tin ciy clia két cAu ap dién. Vi vay, dng xit co hoc ciia cic két cAu thong minh
st dung Piezo-FGMs da thu hiit su quan tim nghién cifu rong rai. Trong sb d6, Su va cs. [6] da phan
tich céc dic trung dao dong dién—co bang phuong phap Fourier-Ritz, theo 1y thuyét bién dang cit bac
nhét (FSDT). Trong khi Li va cs. [7] st dung phuong phép Rayleigh-Ritz dé nghién ctiu vé diéu khién
dao dong chii dong clia tAm Piezo-FGM trén co sé 1y thuyét tAm c6 dién. Trén co s& FSDT, két hop
phuong phdp Ritz v6i phuong phép kich thich gia, Zhou va cs. [8] khéo sat ddp ing ngiu nhién khong
diing ctia tim Piezo-FGM véi cic diéu kién bién tong quat. Kumar va Harsha [9] st dung md hinh
phan ti hitu han (PTHH) cung v6i FSDT dé phan tich dép ting dong luc hoc ctia tAm Piezo-FGM c6
xét dén anh hudng cia tuong tic co—nhiét—dién. Zenkour va Aljadani [10] phan tich &n dinh dién—co
ctia tim Piezo-FGM st dung dang nghiém Navier két hop ly thuyét twa dan hodi ba chiéu (quasi-3D).

Tuy nhién, trong qua trinh ché tao FGM va Piezo-FGM, su xut hién ctia céc vi 16 rdng (porosity
— Po) do khuyét tat cong nghé 1a khé tranh khéi. Céc vi 16 rdng nay lam thay d6i dang ké céc dic tinh
co hoc va co—dién ctia FGPoM va Piezo-FGPoM so véi vat liéu hoan hao (khong c6 16 rong), dan dén
su suy giam do cing, d6 bén va kha ning chiu tai ctia két cAu. Vi vdy, viéc xem xét dnh hudng clia
quy luét phan b 16 réng va hé sb d6 rong dén ting xit clia cac két cAu Piezo-FGPo trong nhiing diéu
kién lam viéc khac nhau 1a hét sic can thiét. Trén co s d6, anh hudng ctia do rdng dén dng xi cia
cic két cAu Piezo-FGPo da dudc quan tim trong mot sd nghién ciiu gin ddy. Chang han, Barati va
cs. da st dung tiép can giai tich khéo sat ting xt 6n dinh [11], va dao dong dién—co [12, 13] clia tAm
Piezo-FGPo véi cic diéu kién bién khic nhau, dit trén nén dan hoi Pasternak. Theo huéng tiép can
s6, Nguyen va cs. [14] da két hop phuong phap PTHH dang hinh hoc véi ly thuyét bién dang cit bac
cao — HSDT d& phan tich dao dong riéng clia tim Piezo-FGPo véi céc dang hinh hoc khéc nhau. Dbi
v6i bai toan dong luc hoc phi tuyén, Wang [15], Wang va Zu [16] di phan tich dao dong phi tuyén
co—dién bang phuong phap Galerkin, két hop véi phuong phap Runge-Kutta bac bon, va phuong phap
can bing diéu hoa.

Mic du cdc nghién ctu vé tAm Piezo-FGM/Piezo-FGPo di dat dudc nhiéu két qui quan trong,
phan 16n cidc md hinh hién nay van chi yéu xem xét két cAu trong diéu kién ly tudng va chua phan
dnh day di 4nh hudng clia moi truong lam viéc thuc té. Trong nhiéu tng dung nhu diéu khién dao
dong chii dong va két cAu hang khong vii tru, cc tim Piezo-FGPo thudng tuong tic vdi cac 16p nén
dan hoi, 1am thay ddi dang ké do cing hiéu dung, dic trung dao dong, &n dinh va dép ng co dién clia
két cAu. Do d6, viéc dua anh hudng clia nén dan hodi vao mo hinh phén tich nhdm mé ti sat hon ting
xt thuc t& ctia cac két ciu Piezo-FGPo. Theo hudng tiép cin nay, Harsha va Kumar [17] da nghién
ctfu anh hudng dong thoi clia d6 réng va nén dan hoi dén tin s6 dao dong va ting xt &n dinh clia
tAm Piezo-FGPo chiu cdc diéu kién bién khac nhau. Md rong nghién ctiu trén, Kumar va cs. [18] tiép
tuc kho st anh hudng ctia nén dan hoi v6i mot, hai, va ba hé s6 nén dén do vong, dng suit va tn
s6 dao dong riéng ctia tim Piezo-FGPo c6 chiéu day thay d6i dudi tdc dung cua tai trong co—nhiét.
O mot khia canh khdc ciia bai todn dong luc hoc, Li va cs. [19] phan tich sy truyén séng trong tim
nano Piezo-FGPo dit trén nén dan nhét visco-Pasternak. V6i tAm sandwich 16i graphene va hai 16p bé
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miit 12 vat liéu dan hdi-dién—tir c6 chida cic vi bot réng trén nén dan hdi Winkler-Pasternak, Vi Vin
Tham [20] tién hanh xdy dung 15i gidi Navier d€ phan tich dao dong tu do theo HSDT cai tién véi bon
an chuyén vi.

Ciac nghién ciu trude dy cho thiy phan tich Gng xid tinh va dong cta tim Piezo-FGM/Piezo-
FGPo dang 1a mot huéng nghién cifu duge quan tim, v6i nhiéu md hinh ly thuyét va phuong phap
tinh toan khac nhau. Trong d6, cic ly thuyét HSDT c6 d6 chinh x4c cao va ap dung dudc cho ca tAim
méng va tAm day, nhung thudng din dén s6 lugng 4n chuyén vi 16n va chi phi tinh toan cao. Ngudc
lai, FSDT c6 uu diém vé tinh don gidn va hiéu qua tinh toan, mic du can st dung hé sd hiéu chinh
cat. Nhiam nang cao hiéu qua tinh todn, Thai va Choi [21] da dé xuét ly thuyét bién dang cét bac nhit
don gian (S-FSDT) véi bon an chuyén vi bang cach phan tich dd vong thanh céac thanh phan do bién
dang ubn va bién dang cat ngang. Ly thuyét nay sau d6 dudc md rong cho cac két cau tim FGM [22]
va vo FGM [23].

Trong nghién cifu nay, phuong phap pb-2 Ritz dua trén ly thuyét S-FSDT cta Thai va Choi dudc
phét trién d€ phan tich dao dong tu do ctia tAm Piezo-FGPo dit trén nén dan hoi véi cac diéu kién bién
khéc nhau. Khac v6i phuong phap Navier bi gidi han bdi mot s6 diéu kién bién dic biét, phuong phap
pb-2 Ritz sit dung cic him co s& da thifc hai chiéu cho phép théa min chinh xic diéu kién bién hinh
hoc, dong thdi ddm bao tinh hoi tu cao, hiéu qua tinh todn va kha ning dp dung linh hoat cho céc két
cAu tAm khong dong nhét vat liéu. Trong mo hinh dé xuAt, vat liéu Piezo-FGPo c¢6 tinh chit bién thién
theo chiéu day dudgc mo ti theo quy luat ham ldly thira v6i hai dang phan bb do réng phd bién (déu va
khong déu ddi xing). Dua trén nguyén ly Hamilton, phuong trinh chuyén dong ctia tAm dugc thiét 1ap
va tan s6 dao dong tu do dudc xdc dinh thong qua bai toan tri riéng. Két qua nghién ctiu cung cip co
s6 khoa hoc cho viéc phan tich, thiét k& va tdi uu héa cac két cAu thong minh st dung vat liéu ap dién.
2. Co s6 Iy thuyét
2.1. Tdm dp dién véi co tinh bién thién c6 vi bot réng

Xét tAm chif nhat 1am i vat liéu ap dién véi co tinh bién thién chiia vi bot réng (Piezo-FGPo) c6
kich thudc cdc canh a x b va chiéu day 4. Tam dudc dit trén nén dan hdi Pasternak (Hinh 1) véi cac
hé s6 do ciing nén: k,, 12 hé s6 do ciing nén Winkler va k; 1a hé s6 do cting cat.

1
Z

Ve

Hinh 1. TAm Piezo-FGPo dit trén nén dan hoi Pasternak

TAm Piezo-FGPo dudc cu thanh tir hai pha vat liéu 12 PZT-4 & mit trén va PZT-5A & mit dudi.
Phan bb 16 r6ng trong tim thay ddi theo ba quy luét nhu sau [24]:

Y(2)

z 1Y
P(z) = (P, — Pd)(— + —) +Pg— (P + Pd)T (1)

h 2
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trong d6: P(z) 1a cic thong s6 vt liéu ctia tim Piezo-FGPo; chi sé dudi ¢ va d 1an lugt 1 ky hiéu cho
loai vat liéu & mit trén va mit dudi ctia tim, p 1a chi sb ty 1& thé tich (p > 0); Y(z) 1a ham thé hién
phén b 16 rong:

- V6i tim Piezo-FGPo c¢6 156 réng phan bb déu (Piezo-FGPo-1):

¥ = ep = const 2)

trong d6 eq 1 d6 réng, hay ty phan thé tich 16 réng (0 < ep < 1).
- V6i tAm Piezo-FGPo c¢6 16 réng phan bb khong déu dbi xiing (Piezo-FGPo-2):

2|z

w:eo(l—T) 3

- V6i tim Piezo-FGPo hoan h4o khi khong chifa cic 16 réng (Piezo-FGPo-3):
Y=e =0 4)

TAm Piezo-FGPo dit trén nén dan hdi Pasternak va chiu tic dung cta trudng dién thé E. Ham
dién thé dugc gia dinh phan bd theo chiéu day cla tAm va thdéa min diéu kién clia phuong trinh
Maxwell [25]:

b(x,y,2.1) = %z — go(x, y. 1) cos (’%) 5)

trong do: V, 1a dién thé 4p dit; ¢ 1a dién thé tai mat trung binh ctia tAm.
Truong dién thé dudc dinh nghia nhu sau:

E = {E(x,,2,0; Ex(x,7,2,0; Ex(x,y, 2,0} = {~0¢/0x; -3¢0y, ~0¢/dz)" 6)
2.2. Truong chuyén vi
Theo S-FSDT, trudng chuyén vi dudc viét dusi dang [21]:

ow ow,
u = up(x,y, 1) — za—xb; v =vo(x,y,1) - za—yb; w = wp(x, y, 1) + wi(x, y, 1) (7

RG rang, trudng chuyén vi ciia S-FSDT chi chiia bon 4n, 1a cac thanh phan chuyén vi trén mit
trung binh ug, vo, wp, wy.

2.3. Truong bién dang

Céc thanh phan bién dang mang gdm:

&y 82 Ky Oug/0x ézwb / x>
& ¢ = 8(? +z Kyt = Ao /Dy —z{ *wp/0y* (8)
Yy Yxy Kxy Ouo/dy + dvo/dx 262w;,/6xay

Céc thanh phan bién dang cit ngang:

0
Yxz | _ Vx|l _ owg/0x
{m} il {y;’z} - {aws/ay} ©)
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Mbi quan hé ting sudt-bién dang ctia tim Piezo-FGPo ké dén su tuong tic co—dién dugc biéu dién
nhu sau [26, 27]:

Ox 611 Cn O 0 0 Ex 0 0 es
Ty "1 Co _0 0 0 &y 0 0 enl|(E,
Oyz ¢ = 0 0 Cu _0 0 Vyz ¢ — 0 ey O Ey (10)
Oxz 0 0 0 Css _0 Yxz e;s O 0 E,
cw] 1O 0 0 0 Cellyw 1O 0 O
Ex
D, 0 0 0 e5 O &y m 0 0](E,
Dy:=|0 0 ey 0 O[3y +|0 @2 0|4E (11)
D, ez e 0 0 0] |y 0 0 73] lE;
Yxy
A C%z = 053 = C13€23  ~ - -
trong d6: Ci1 = cj1 — —3;Cpn =cpn——;Cpp =c12— 3 Caq = ca4; Cs5 = ¢35, Cop = Co65
€33 €33 €33 )
_ C13 _ €23 _ _ _ _ _ €33
€3] = e3] — ——e33; €33 = €33 — ——e33; €24 = e24; €15 = e15; N1 = Mi1; fo2 = 1225 33 = 133 + —;
€33 €33 €33

VOi c;j, e;j va 1;; 1an ludt 1a cac hang sb dan hoi, hang sb 4p dién va hing s6 dién moi clia vat lidu
Piezo-FGPo; D,, Dy, D, la cdc thanh phan chuyén dich dién tich.

Hé phuong trinh chuyén dong clia tAm Piezo-FGPo dudgc thiét 1ap dua trén nguyén ly Hamil-
ton [28]:

T
O=f (0Us + 06Uy +6U, — 6K)dt (12)
0

trong d6: 6U; va 6K la céc bién phan cia thé nang bién dang va dong ning trong tim; 6U 1a bién
phén clia thé ning bién dang ctia nén dan hoi; 6U, 1a bién phan thé ning do tng suét ban dau giy ra
béi dién thé 4p ngoai.

Bién phan thé ning U, trong tim Piezo-FGPo bao gom thé ning do bién dang cd hoc (6Uy,) va
thé ning do dién truong (6Uy,) giy ra, dudc biéu dién nhu sau [13]:

o0Us =0Ugy + 60Uy

b w2
- f f” f [x0ex + Ty08y + T30y xy + T 0 + 0y 0yy 1dzdxdy 1
0 Jo J-np2 (13)
b a2
+ f f f [-Dy6Ey — Dy6E, — D,6E;]dzdxdy
0o Jo J-n2
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Dua trén c4c quan hé (6), (8)—(10), bién phan thé niing do bién dang co hoc dudc x4c dinh bdi:

b a 2 2
Oug dvo 0wy 0wy 00U
U, = Ajjl— +Ap»,— - B - B N§ + Af
: A {[ o tAn o B 12753 + N, + 31¢0]
Oug ovg 0wy, *wyp 35wy,
+|Bii—— +Bi2—-D -D + M + B -
ny 27, 53 12750 «t B3¢0 2
auo (91/'0 (92w;, aZW}, " e (95\10
+ A]Za— +A22$ - B> o2 — By ayz +Ny +A32¢0 a_y
ou ov Pw 9> 95w
+ B]za—o + Bzga—; — Dy 3 2b — Dy 2b + M; + B§2¢0] (— ayzb) (14)
+la % N ovy 0wy, | dSug Oug . o B 0wy, | d6vo
{9y "9 % 5xay | ay 9y " ox 5 5xay | ax
8Lt() 51/0 azwb 325\4/;,
Beo | — + —2| -2 -2
" 66( oy @ ) 5 axay |\~ Bxay
Owy o \ dow ow, 0o \ Dow
+ (AL —Ali— | — + A, — — A5, — dxd
(558 1sax) ox +(446y 246y) ay}xy

Céc thanh phan ndi luc do dién gay ra (N¢, Ny, MS, My) va cic hé s6 do ciing ctia tim dudc biéu
dién nhu sau:

h/2
(Aij> Bij> Dij) = f (1,2,2)Cijdz,  ij = 11,12,22,66
—h/2
hj2 hi2 iz
A?j=kcfhzc,-,~dz, ij= 55,44 (Afg.A5) =k | @is.2ancos () s
" o (15)

h/2 _ 2ve
R T L PR W e

h/2 h/2 2V,
(Agz,Bgz):I a, z)[enzsm(h)]dz, (NewMﬁ):L/z(l’Z)[_ n ]dz

h/2

trong d6 hé s hiéu chinh cit k. dudc 14y bang 5/6 trong nghién ctiu nay. Luu ¥ rang, véi viéc ap dung
S-FSDT, céc bién dang cit ngang .., ¥, khong ddi theo chiéu day tm. Diéu nay khong chi 1am &nh
hudng dén tinh todn ting suit ma con anh hudng 1én chuyén dich dién tich. D& ddm bio do chinh xic
ctia nghiém bén giai tich, hé s& hiéu chinh cit can dugc ap dung ddng thdi cho ca do ciing cit co hoc
(ALs, A},) va cho cdc hé s6 ghép ndi co-dién (A5, A24)-

St dung cac quan hé (6), (8)—(9), (11), bién phin thé nang do dién truong dugc xac dinh bdi:

aws 8(5¢0 . 0o (95¢0 owy 35(]50
0Use = ff{ is Ox Ox ~ A dx Ox A% ay 6y

e 0o 3¢y dug e Pwp
275y "y A33,000 + A3 —— ox 2600~ By~ Ix2 oo (16)
. O . 0wy .

+A32 0 5¢ B32 a ) ¢() —A33¢05¢0} dxdy
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vOi:

h/2 2 M2 oy ime
(A7}, A%) = f (111 722) cos’ (_h )dz; Ay, = f 7733 —— . sm(—)dz
—h/2 ~h/2

h h
/2 T nz
A5, = f 33 (— s1n—) dz
33 n2 h h

Bién phan thé ning ctia nén dan hdi Pasternak dudc dinh nghia nhu sau [29]:

ow doéw ow 06w
- y o 1
SUs = ff[ wow + ki ge o= kg ay]dd (17)

Bién phan thé ning do tng suit ban dau trong tim Piezo-FGPo:

ow 06w ow ddw
e = . 1
oU, = ff[N o Ox Nyﬁ oy ]dxdy (18)

Bién phan dong ning ctia tAm Piezo-FGPo dugc dinh nghia nhu sau:

b a /2
6K = f f [o(2)(Sit + v6v + wv)ldzdxdy

—h/2
owy, 00wy, owyp, 00wy, owy,
Toitoduo + Iobodvo — I 2L sug — 1 +L——"-1—6 (19)
f f { OMO Uuo OVO Vo 1 Ox 1Z00) 1”0 Ox 2 ox  Ox 1 ay Vo
36 Ay 06
Lo awb + 2%% + Igiipdwy, + Ioiosdwy + Loiopow, + 10W35W5} dxdy
y y

trong d6 diu chim nam & trén cac bién biéu thi cidc dao ham theo thdi gian ¢ clia chiing. Cac thanh
phan mo6 men quén tinh khéi lugng dudce xac dinh nhu sau:

12
(10,11,12)=f p(1,2,70)dz (20)
—h/2

3. Loi giai Ritz

Trong phan nay, phuong phdp Ritz dudc sit dung dé thiét 1ap hé phuong trinh chuyén dong cho
tAm Piezo-FGPo tua trén nén dan hdi Pasternak. D€ thuin tién, hé toa do khong thd nguyén (£, 7)
dudc st dung, lién hé véi hé toa do thuc (x, y):

E=—-1;, n=—-1 (21)
a

St dung dang nghiém pb2-Ritz, cac thanh phan chuyén vi va dién thé ug, vo, wp, wy, ¢o cia tAim
Piezo-FGPo dudc gia dinh nhu sau [30]:

<
S
I

N* N p N*
y _ _ AT
Q1pritopr = Z Oriugi = Q1 Up;  vo = Z Z Q2prVopr = Z Orivoi = O, Vo
i=1

p=0 r=0 i=1

v
Q3prWhpr = Z O3iwpi = Q3 Wi (22)
P

<
M= 1D T
M= 1M LD

=
I

Q4prwspr = Z Quiwsi = QZWS; $o = Z Z QSpr¢0pr = Z Osidoi = Q5T‘I’0
i=1 p=0 r=0 i=1

b
=}
~
Il
=}
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trong d6: N* = (N + )(N +2)/2;i = (p + 1)(p +2)/2 — (p — r); N 1a bic da thiic hai chiéu,
01i(1), 02i(1), 03i(1), Q4i(t) va QOs;(¢) 1a cac hé sb phu thudc theo thdi gian. Luu y rﬁng Uy, Vo, Wy, W,
va @g tuong tng véi nhitng véc td cua ham pb2-Ritz; cac thanh phﬁn uoi, Voi Wpi, Wsi va ¢o; dudgc dinh
nghia nhu sau:

uoi = EP7N By (€,m); voi = EPT ' By (E,m); wpi = EP7'" By, (€,17)

—r.r —r.r (23)
wsi = EPTN By (E,1);  poi = EP7' 0 By (€,m)
VGi: By, By, By, By, Va By, 1a cdc ham thoa man diéu kién bién va dudc xac dinh nhu sau:
By, = 7—151 Eﬁtz,—ﬁls 5#4; B, = T—]Zs Eﬁlﬁfﬁ” 553 o

Bwb - ]—7/295,;110]—7/1‘1115/112; BWS - ]—7/;135,;1147—7¢/I55ﬂ|6; B¢0 - ]775175,;118]—7};195520

trong do: fjy = n+ 1,7, = n—1;&; = £+ 1;& = &~ 1; cac hé s6 u; phu thude vao céc diéu kién bién cu
thé tai moi canh. Mot luu y 1a trén cc bién ctia tim chif nhat, do dudc nbi dat nén céc hé sb u; dudgc
14y dé€ dam bao dién thé triét tiéu (¢o = 0). Chang han, trén canh x = a (tuong tng véi & = 1):

- V6i diéu kién bién ngam (-C): ur = pe = pr14 = p1g = 1, 10 = 25 ki = 2.

- V6i diéu kién bién khép (—S): H2 = O,,u6 =M10 = M14 = 18 = 1; k,‘ =1.

- V6i diéu kién bién tu do (-F): pup = e = 10 = p1a = p1s = 0; k; = 0.

Thay dang nghiém & phuong trinh (22) vao céc biéu thic (14), (16), (17)—(19), rdi 14y két qua thu
dugc thay vao phuong trinh (12), ta dugc phuong trinh dao dong cho tAm du6i dang ma tran thu gon:

KQ+MQ =0 (25)
trong d6: Q = {Q1, 02, O3, Os, Os}" 1a véc to cac hé s6 chuyén vi. K, M tuong tng 14 ma tran do cing
va ma tran khdi lugng ctia két cAu tAm.

Bing cach gia thiét nghiém chuyén vi dudi dang Q = Qpe
dudc xac dinh tir viéc giai phuong trinh tri riéng:

(K - w*M)Qo =0 (26)

W tan s6 dao dong riéng w cla tam

Tan s6 dao dong co ban ctia tAm 1a gi4 tri nhd nhit trong s6 cac tan s6 dao dong riéng:
wo = min{w} 27

4. Két qua s6 va thao luan

Trong céc khao sat sd dudi ddy, 16i gidi ban giai tich cho tim Piezo-FGPo (PZT-4/PZT-5A) [31]
dugc st dung. TAm dudc dit trén nén dan hdi Pasternak v6i hai hé s6 do ciing 1a k,, va k. D€ thuan
tién, cdc tham sb nén va tan sd co ban khong thii nguyén (KTN) dudc st dung [27, 32]:

2 4 2

_ a p(PZT-4) a a
=w— | ——: Ky=ky———; Jo= kg 28
w=oy \/ L (PZT4) 0T s pzT-4) U0 T 1R (PZT-4) 28)

4.1. Kiém chitng do tin cdy ciia mé hinh

Dé kiém chiing dd tin cdy ctia mo hinh dé xuit, trong muc niy, cic két qua tinh todn theo 15i gidi
pb-2 Ritz dudc so sanh vé6i cac két qua da dudc cong bd bdi Barati va cs. [12] st dung ly thuyét tim
bién dang cit cai tién véi bbn 4n sd va phuong phép giai tich. Tim Piezo-FGPo diéu kién bién khdp
bdn canh (SSSS), dd rdng ey = 0,2 dudc ciu thanh tif hai loai vat liéu PZT-4/PZT-5A chiu cic dién
thé dp dat lan lugt 1a: V, = =500 V, 0,500 V, vdi chi s6 ty 1& thé tich p = 5. Tu két qua thu dudc trong
Bang 1 ta nhan thiy tan s6 co ban KTN theo mo hinh trong bai bdo gan nhu tuong dong véi két qua
cta Barati va cs.
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Bang 1. So sanh tan s6 cd ban khong thif nguyén @ ctia tim Piezo-FGPo diéu kién bién SSSS (p = 5)

Piezo-FGPo Nguodn V, =500V V,=0 V, = -500 V

. Barati va cs. [12] 5.40698 5.60954 5.80503
Piezo-FGPo-1 Bai béo 540754 5.61005 5.80551

. Barati va cs. [12] 5.60756 5.80282 599172
Piezo-FGPo-2 Bai bédo 5,60830 5,80352 599238

Dé& kiém ching d tin cdy ctia mo hinh dé xuit khi phan tich dao dong tu do cho tim Piezo-FGPo-
2 [14] véi céac diéu kién khac nhau nhu CCCC va SCSC, Bang 2 so sanh két qua tan s6 cd ban khong
thit nguyén @ thu dugc tit mo hinh dé xuit va két qua nghién cifu ctia Nguyen va cs. [14]. TAm c6 ty s6
a/h = 100, hé s6 d6 rng ey = 0,2, dién thé 4p dit V, = 200 V, Ky = Jo = 0, khi chi s6 ty 1¢ thé tich
p thay d6i theo cac gid tri 0,1, 1, 2. Két qua tir mo hinh trong bai b4o cho thy su tuong dong véi két
qua trong cong bd ctia Nguyen va cs. [14]. Sai 1éch nhd giita hai md hinh xuét phat tif viéc Nguyen va
cs. 4p dung phuong phap phan tif hitu han dua trén HSDT trong khi bai bdo hién tai sit dung phuong
phap Ritz va S-FSDT.

Bang 2. So sanh tan s6 cd ban khong thif nguyén @ clia tim Piezo-FGPo-2 diéu kién bién CCCC va SCSC

Diéu kién bién Nguodn p=01 p=1 p=2
ccee Nguyen va cs. [14] 9,6736 9,201 9,0791
Bai bao 9,7078 9,2272 9,1024
SCSC Nguyen va cs. [14] 7,7822 7,3948 7,294
Bai bao 7,8046 7,4129 7,3107

4.2. Khdo sdt sé

Trong phan nay, cdc khao st sb dudc thuc hién nhim nghién citu 4nh hudng cla cic tham s6
nhu: dic trung rong, do cing nén, kich thudc, diéu kién bién cling nhu dién thé 4p dit dén tan s6 dao
dong co ban ctia tim Piezo-FGPo. Trl nhiing trudng hop riéng sé dudc mo ta cu thé, cac khao sat sau
day dugc thuc hién cho tAim Piezo-FGPo-1 diéu kién bién SSSS véi cic thong s6 dau vao nhu sau:
a=1m,bjfa=1,a/h=50,Ky=5,Jp=1,60=02,p=1,V,=500V.

Pé truc quan héa két qua va kiém chiing tinh chinh x4c ctia mo hinh dé xuét, mot sd dang dao
dong riéng dién hinh ctia tim Piezo-FGPo-1 diéu kién bién SSSS dugc trinh bay trong Hinh 2. TAm
c6 thong sd nhusau: a = 1 m,bja = 1,a/h =50,Ky =5,Jo = 1,e9 =02, p = 1,V, = 500 V. C6 thé
nhan thy cic dang dao dong thu dudc phu hop véi diéu kién bién da xét, su chuyén d6i hop 1y clia
tan sd dao dong riéng tuong ting véi dang dao dong, qua d6 gép phin khang dinh do tin ciy ctia mo
hinh dé xuAt.

Tiép theo, anh hudng clia dién thé 4p dit, dang phan bd do rong va hé sb do réng dén tan sb co ban
KTN ctia tim Piezo-FGPo diéu kién bién SSSS dudc khio sit va minh hoa bang dd thi trén Hinh 3
va Hinh 4. TAm ¢6 céc thong sb dau vao nhu sau: @ = 1 m,b/a = 1,a/h = 50,Ky = 5,Jy = 1,9 =
0,2,p = 1,V, = 500 V. R& rang, quy luat phan bd d6 réng va do rdng anh hudng tuong ddi dang ké
dén tan s6 co ban KTN cta tim Piezo-FGPo. C6 mdt diéu thd vi 1a tAm c6 quy luat phan bd 16 rong
déu lai cho tan sd co ban KTN cao nhét, trong khi d6 tan s6 co ban KTN thip nhét lai 13 tAm hoan
hio. Pay 1a do mbi tuong quan giita d6 cing va khdi lugng tdng thé clia tAim khi dang phan bb do
rong thay ddi. TAm Piezo-FGPo-1 suy giam khdi lugng nhanh hon so vé6i d6 cting, din dén su gia ting
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fury

0 02 04 ) 06 08 02 04 06 0.8
xa x'a

(a) Mode 1 véi @ = 7,9975 (b) Mode 2 véi @ = 16,6037

=
=

0 02 04 06 08
x/a *a

,_.
(=]

02 04 0.6 0.8

[

(c) Mode 3 véi @ = 16,6037 (d) Mode 4 véi @ = 25,2133

Hinh 2. Mot s6 dang dao dong riéng ctia tim Piezo-FGPo-1 diéu kién bién SSSS

857 857
—4—Piezo-FGPo-3 —&—=Piezo-FGPo-3
—e—Diezo-FGPo-1 —e—DPiezo-FGPo-1
—8—Piezo-FGPo-2 —8-Piezo-FGPo-2

3 P e ee9-e-09-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0 3 8¢

I—.—I-ﬂ--.-.-ﬂ-.—.-.-.-l-ll-l—.-ﬂ-.-l—ﬂ-.—l

e b b A A & A 4 4 a4 4 4

7.5 7.5
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Vg [V] e

0

Hinh 3. Anh hudng ctia quy luat phan b 16 réng 1én ~ Hinh 4. Anh hudng ciia d6 réng 1én tin sd co ban
tan s6 co ban KTN cta tAm Piezo-FGPo KTN ctia tim Piezo-FGPo
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ctia ty sd do ciing trén khéi luong va do d6 1am tan s6 co ban cao hon cic trudng hop con lai. Ngoai
ra, khi ting hé s6 do rdng thi tin s6 co ban KTN ctia tAm ting dan cho cé hai dang phan b do rdng
Piezo-FGPo-1 va Piezo-FGPo-2. Luu y ring, cac hién tugng nay cé quy luit tucng tu nhu hién tugng
dugc dé cap trong bai bio dugc cong bd bdi Ebrahimi [27]. Mit khac, khi dién thé 4p dit ting tir -500
V dén 500 V thi tin sb co ban KTN clia tim giam nhe. Chang han, v6i tim Piezo-FGPo-1, khi dién
thé 4p dit ting tr V, = =500 V 1én V, = 500V, tan sd co ban KTN giam tir 8,0316 xudng 7,9975
(giam 0,4243%).

—A—5558
—e—(CCCC
—u—CFTFF
== S5CS5C

P
g

il T T

20 40 60 80 100 0 3 10 15 20
a’h p

Hinh 5. Anh hudng cla ty so kich thuéc a/h 1én tan Hinh 6. Anh hudng cia chi s6 ty 16 thé tich 1én tin s6
0 cd ban KTN cuda tam Piezo-FGPo-1 co ban KTN cua tAim Piezo-FGPo-1

Anh hudng cia ty sb kich thudc tim a/h 1én tin s6 co ban KTN ciia tim Piezo-FGPo-1 véi diéu
kién bién SSSS dudc minh hoa trong Hinh 5. TAm c6 cic thong s6 dau vao: a = 1 m,b/a = 1,a/h =
50,Ko = 5,Jy = 1,69 = 0,2,p = 1. C6 thé thdy rang, khi tim cang mong thi dién thé ap dit anh
hudng 1én tan s co ban KTN cang rd rét. Ngoai ra, khi tAm c6 ty s6 a/h 16n hon 40 thi “d4u” ctia dién
thé 4p dit chi phdi su ting hoic giam ctia tan s6 co ban KTN. Cu thé, véi ty sb a/h 16n hon 40, dién
thé 4p dit mang dAu “4m” thi 1am cho tan s6 co ban KTN ting, trong khi d6 dién thé ap dit mang dau
“duong” thi 1am cho tin s6 co ban KTN giam. Chang han, véi ty sé a/h = 100, tan s6 co ban KTN
dat 8,155655 tai V, = =500 V va giam xubng 7,88307 (giam 3,34%) tai V, = 500 V.

Hinh 6 minh hoa anh hudng ctia chi sd ty 1& thé tich c4c vat liéu thanh phan (p) 1én tan sb co ban
KTN ctia tim Piezo-FGPo-1 vé6i bon trudng hop diéu kién bién khac nhau bao gom: SSSS, CCCC,
SCSC, va CFFF. Cac thong sb dau vao cta tAim: a = 1 m,b/a = 1,a/h = 50,Ky = 5,Jp = 1,eo =
0,2, V, = 500 V. Rd rang, khi tAm c6 rang budc chuyén vi cang nhiéu thi tin s6 co ban KTN cang Ién.
Diéu nay do do cing ctia tim bi chi phbi manh bdi cac diéu kién rang budc. Piéu kién rang budc cang
nhiéu din dén do cing 16n, tit d6 lam cho tan s6 co ban KTN cia tim ting 1én. Chang han, tan s6
cd ban KTN 16n nhét khi tim c6 diéu kién bién 1a ngam bén canh “CCCC”, sau d6 giam dan xudng
tAm c6 diéu kién bién hai canh ngam va hai canh khép “SCSC”, tiép tuc dén tim bén canh tua khdp
“SSSS”; tin sb 1a nho nhét khi tAm c6 mot canh ngam va ba canh tu do “CFFF”. V& anh hudng cla
chi s6 ty 1& thé tich, c6 thé nhan thiy, v6i mdi dang diéu kién bién clia tim, khi p ting, dong nghia véi
viéc ting ham lugng PZT-5A, thanh phan nay c6 cc hang s6 dan hoi thip hon so v6i PZT-4, do d6
dd cing clia tAm gidm va tan sd co ban KTN giam. Pang chi y 13, tan sd @ gidm ddng ké khi p bién
thién trong khoang [0, 2], sau d6 thi téc dd giam cta tan sb cham dan lai.

Cudi cung, Hinh 7 minh hoa 4nh hudng ctia do cting nén 1én tan sb co ban KTN clia tAm Piezo-
FGPo-1 v6i diéu kién bién SSSS chiu dién thé dp dit, V, thay ddi tir gia tri -500 V dén 500 V. TAm c6
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thong s6 dau vao nhu sau: @ = 1 m,b/a = 1,a/h = 50, ep = 0,2. Khi tAm dt trén nén dan hoi thi tan
s6 co ban KTN ting 1én dang ké so véi khi khong c6 nén (Ko = Jo = 0). Chang han, v6i dién thé ap
dit V, = 500 V va hé sb nén Jy = 0, khi hé s6 nén K, gidm tlr 5 xubng 0, tn s6 co ban KTN giam tir
6,28837 xudng 5,77570, tuong ting giam 8,1526%. Tuong tu, véi dién thé ap dit V, = 500 V va hé
s6 nén Ky = 0, khi hé s6 nén Jy giam tir 1 xudng 0, tan s6 co ban KTN ciing giam tit 7,60102 xudng
5,77570, tuong tng giam 24,014%. RS rang, anh hudng ctia hé s6 Jj 1én tan sd co ban KTN cia tAim
Piezo-FGPo-1 trong trudng hgp nay nhiéu hon so véi hé s6 K.

12
—,n—KD = JD =0
10 —.—KEI = 5; JD =0
-.-KD =0 “TD =1
3 —Q—KEI = 3; “TD =1
0009 & #0004 FTFFIITFI T FO
- O0-8-0 8- 8 -5 0-0-0 5 8-§ 080 -8-8 -8
=——————0—0—0—0—0—0—0-0—00
GIM-HAHHH-&*‘-H

-500 0 500

Hinh 7. Anh hudng ciia do ciing nén 1én tan s6 co ban ciia tim Piezo-FGPo-1

5. Két luan

Bai bao 4p dung phuong phap Ritz dua trén ly thuyét bién dang cit bac nhit don gian bén an
chuyén vi d€ phan tich dao dong riéng clia tAm Piezo-FGPo dit trén nén dan hdi véi cic dang diéu
kién bién khac nhau. Mot s6 két qua chinh thu dudc tif nghién cifu nay bao gom:

- Dang phan bd va hé s6 do réng anh hudng dén tan s co ban ctia tim Piezo-FGPo dit trén nén
dan hoi. Khi d6 rong ting thi tan s6 co ban clia tAm ting.

- Pién thé ap dit anh hudng nhe dén tin sb co ban ctia tim Piezo-FGPo dit trén nén dan hoi. Khi
dién thé 4p dit ting thi tAn s6 co ban clia tAm gidm dan.

- Chiéu day ctia tim Piezo-FGPo anh huéng manh dén tin s6 co ban. Khi a/h > 40 thi “d4u” cta
dién thé 4p dit 1am thay d6i quy luat bién thién tin s6 co ban clia tAm.

- biéu kién bién ciing anh hudng nhiéu dén tan s6 co ban ctia tim. Cu thé, tim c6 rang budc cang
nhiéu thi tin sb co ban clia tim cang 16n.

Ldi cam on
Nghién ctiu niy dugc ti trg bdi Quy Phat trién khoa hoc va cong nghé Qudc gia (NAFOSTED)
trong dé tai ma sd 107.02-2025.127.

Tuyén bo vé viéc st dung tri tué nhén tao tao sinh va cong nghé hé trg béi Al

Céc tac gia xac nhan khong sit dung bat ky cong cu tri tué nhan tao tao sinh hoic cong nghé hd
trg b3i Al nao trong qua trinh chuin bi va hoan thién bén thao.
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