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Tém tat

Bai bdo nay tip trung phan tich dao dong ti do ctia bo thu thap ning lugng sit dung két cAu dAm cong xon 4p dién, xét dén
bién dang 16n ctia dAm co s& va dic tinh phi tuyén ctia 16p vat liéu ap dién. DAu tién, nguyén Iy Hamilton mé rong dudc ap
dung, sau d6 phuong phap Galerkin véi mét dao dong thit nhit dugce xét nham muc dich xdy dung va thiét 14p hé phuong
trinh lién két co-dién. Dao dong clia dim nghién citu dugc mo ta béi mot phuong trinh vi phan phi tuyén cp hai va mot
phuong trinh vi phan tuyén tinh cAp mot. Tiép theo, phuong phéap cin bang diéu hoa bac nhit dudc st dung dé xéac dinh tin
s6 dao dong riéng va cic ddp ting ctia két cAu dam khi c6 16p ap dién. Sau d6, do chinh x4c ctia phucng phap dudc kiém
chiing bing khao sét s6. K&t qua khao sat sd xdc dinh dugc cic dap ing dic trung ctia hé co-dién.

Tir khod: thu thap ning lugng ap dién; dAm cong xon 4p dién; phi tuyén vat liéu; nguyén ly Hamilton; phuong phap Galerkin.
FREE VIBRATION ANALYSIS OF A NONLINEAR PIEZOELECTRIC CANTILEVER BEAM
Abstract

This paper focuses on the free vibration analysis of an energy harvester utilizing a piezoelectric cantilever beam structure,
considering the large deformation of the base beam and the nonlinear characteristics of the piezoelectric layer. The extended
Hamilton’s principle is applied, followed by the Galerkin method with the fundamental mode shape to establish the coupled
electromechanical equations. In this framework, the vibration system of the beam is governed by a second-order nonlin-
ear differential equation and a first-order linear differential equation. The equivalent linearization method is employed to
determine the natural frequencies and structural responses of the beam integrated with the piezoelectric layer. The accu-
racy of the method is validated through numerical investigations. The numerical results determine the characteristics of the
electromechanical system.

Keywords: piezoelectric energy harvesting; piezoelectric cantilever beam; material nonlinearity; Hamilton’s principle;
Galerkin method.
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1. Gidi thiéu

Khai thac ning lugng tif dao dong méi trusing bang vat liéu ap dién 1a mot hudng nghién cifu tiém
ning nham cung cip ngudn dién cho céc thiét bi cong suét thip va mang cam bién khong day. Trong
s6 cdc cAu hinh thu thap ning lugng, dAm cong xo6n gin 16p dp dién dudc st dung rong rai nho két
chu don gian, dé ché tao va kha ning chuyén d6i co-dién hiéu qué [1, 2]. Nhiéu nghién ciu da dugc
thuc hién vé dao dong va dic tinh thu thip ning luong ctia dam 4p dién dua trén cidc md hinh tuyén
tinh [3, 4]. Bén canh d6, cic huéng nghién cifu lién quan dén anh hudng clia vat liéu composite, ciu
hinh két cAu va diéu kién kich thich ciing da dudc khao sit nham nang cao hiéu suét lam viéc ctia
hé [5]. Tuy nhién, phan 16n cdc md hinh nay chi phii hop trong diéu kién dao dong bién do nhé va
chua phéan 4nh diy dd cdc hiéu ting phi tuyén xuit hién trong thuc té. Khi hé 1am viéc & bién do dao
dong 16n, phi tuyén hinh hoc do bién dang 16n ctia dim c6 thé anh hudng dang ké dén tan sb riéng
va ddp tng dong luc hoc ctia hé [6]. Dong thdi, vat liéu 4p dién dudi tic dung clia dng suit hoic

*Tac gia dai dién. Pja chi e-mail: 2582019113 @e.tlu.edu.vn (Hao, N. M.)

12


https://doi.org/10.31814/stce.huce2026-20(3)-02
mailto:2582019113@e.tlu.edu.vn

Manh, N. V., va cs. / Tap chi Khoa hoc Cong nghé Xay dung

dién trudng 16n ciing c6 thé xuat hién dic tinh phi tuyén vt liéu, lam thay d&i méi lién két co-dién
ctia hé [7]. Mot s6 nghién ciu tiép theo da xem xét anh hudng ctia phi tuyén dbi v6i dao dong clia
dam 4p dién va hé thu thip ning luong [8, 9]. Ngoai ra, cic nghién ctiu vé dao dong ky thuat va hé
thu thap ning luong 4p dién ciing da dudc trinh bay trong céc tai liéu chuyén khio va cong trinh nén
tang [10, 11]. Cdc md hinh 4p dién c6 xét lién két co-dién va dnh hudng ctia trudng dién cling da dugc
phét trién trong c4c nghién ctiu gan day [12, 13]. Bén canh d6, mot sd cong trinh méi da kho st dic
tinh phi tuyén va kha niing phat dién ctia hé 4p dién thong qua md hinh sb va thuc nghiém [14, 15].
Tuy nhién, anh hudng dong thdi ctia phi tuyén hinh hoc va phi tuyén vt liéu d6i véi dao dong tu do
clia dAm cong xon dp dién van chua dudgce 1am ro day di.

Trong nhiing nim gan day, nhiéu cong trinh da mé rong md hinh dam 4p dién biang cach xét dén
phi tuyén hinh hoc hoic phi tuyén vat liéu nham nang cao do chinh xdc ctia mo hinh [16, 17]. Cac
phuong phdp phan tich nhu Harmonic Balance Method (HBM), Multiple Scale Method (MSM) va
phuong phép tiép tuc s6 da dudc ap dung rong rai dé khio sit dap ting phi tuyén va dic tinh cong
hudng ctia hé [18, 19]. Bén canh d6, cic nghién ctiu vé bd thu ning lugng 4p dién dang dim cong xon
ciing cho thay su da dang vé ciu hinh, co ché phi tuyén va phuong phép phan tich dudc st dung trong
linh vuc nay [20]. Phan 16n céc nghién ctiu méi chi xem xét riéng ré tiing cd ché phi tuyén hodc tap
trung vao bai toan dao dong cudng biic va téi uu hoa hiéu suit thu thap ning ludng, cong trinh nghién
clfu v6i mo hinh tap trung trong diéu kién cong hudng chit chua xét dén bai toan xay dung thiét 1ap
phuong trinh ctia hé lién tuc [21, 22]. Bén canh cic nghién ctiu tip trung truc tiép vao dam ap dién,
mot s6 cong trinh gin day ciing da khao sét dic tinh dao dong clia cic két chu dam composite va dAm
vat lidu bién thién [23]. C4c nghién cifu nay cho thy dic tinh vat liéu, cAu hinh két céu, ty 1¢ hinh
hoc va diéu kién bién c¢6 anh hudng dang k€ dén tan s6 dao dong riéng va dap ting dong luc hoc clia
dam [24, 25]. Dic biét, cdc phuong phép gidi tich va s6 dugc sit dung dé€ mo ta hiéu qua dic tinh dao
dong ctia dAm c6 céu triic phiic tap, cung cip co sd quan trong cho viéc xdy dung cac mo hinh dong
luc hoc cia dim composite va dam 4p dién. Cc nghién ctiu dong thdi xét phi tuyén hinh hoc, phi
tuyén vat liéu va dao dong tu do clia dim cong x6n ap dién van con tuong dbi han ché. Pong thoi,
4nh hudng clia su tuong tic gitta hai co ché phi tuyén dén quan hé tan s6-bién do va dic tinh lién két
dién-co ctia hé chua dugc danh gia mot cach hé thong.

Xuét phét tif nhitng kho4ng tréng nghién ciu trén, bai bdo ny xdy dung md hinh co-dién phi
tuyén ctia dim cong x6n ap dién Euler-Bernoulli bang cach két hop quan hé bién dang von Karman
va mo hinh vat liéu 4p dién phi tuyén. Hé phuong trinh lién két dudc thiét 1ap trén co s nguyén ly
Hamilton mé rong va dudc riit gon bang phuong phap Ritz-Galerkin. Bai toan dao dong tu do sau d6
dugc gidi bang phuong phap can bang diéu hoa bac nhét nham khio sat anh hudng clia cac tham sb
phi tuyén dén dic tinh dao dong va quan hé tin s6-bién do ctia hé. Két qua nghién cifu gép phan hoan
thién co sé 1y thuyét vé dong luc hoc phi tuyén ctia dim 4p dién, dong thdi cung cip co sé khoa hoc
cho viéc thiét k& va t6i vu héa cac két cAu 4p dién 1am viéc trong diéu kién dao dong bién dd 16n.

2. Hé phuong trinh lién két co dién ciia dam ap dién phi tuyén

Xét Hinh 1 c6 két cAu dim cong x6n c6 2 16p ap dién 1a ddm mong c6 chiéu dai L, chiéu rong b,
goém dim co s day &, va hai 16p dp dién day h,. Trudng dich chuyén tai mot diém (x, z) dugc biéu
dién qua do dich chuyén doc truc u(x, t) va do vong w(x, t) tai truc trung hoa [4, 5].

u(x,z,t) = w(x,t) (D)

ow(x, 1)

Ox @

1
(X2, 1) = §<w’>2 -z
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LOP AP DIEN | |L(’)P DAM CO 56‘
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Hinh 1. M6 hinh dim cong x6n 4p dién

St dung 1y thuyét bién dang phi tuyén Green-Lagrange (Von Karman strains) [1, 2]:

au  1{ow\? 0w
S1—la+§(§)l—ZW 3)

Bién dang tai c4c 16p tinh tif truc trung hoa 13 €y va dd vong 12 «:

Oup . l(aw)2 Pw
Ox | 2\ 0x Ox (4)
=1 +-w), k=w"
2
Thay cdng thic (3) vao cong thic (4), thu dudc:
Sl =€ — K (5)

Cong bién dang W, tuan theo dinh luat Hooke [5], dudc xac dinh bdi:
1 21 2
W = EESS] = EES(EO — ZK) (6)

Ham Enthalpy dién A, xét dén sd hang bic cao ctia bién dang d€ mo ta tinh phi tuyén vat liéu 4p
dién, dugc xac dinh nhu sau:

_ 1 1 1
He = ECJIEIS% + 63151E3 - 5633E§ + ZazS? (7)

Dong ning T biéu dién dudi dang:

1 (L ou\>  (ow . 2
-l m[(E) +(E+me)]dx ®)
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Cong bién dang toan phan (W,;):

Wel:f Wst+f H.dV ©)]
vy v,

Cong bién dang ctia 16p dam co s& va 16p 4p dién 1an lugt dugc biéu dién béi:

1 1

We = 5 Eier -0 = SE( — 2a0m+ 76) (10
_ 1 1 1
H, = chl(eo — 2K)* + e31(ep — TK)E3 — 563315% + 7 2(60 — )’ an

Thay thé cong thic (10), (11) vao cong thiic (9) thu dudc cong bién dang toan phan ctia dAm 4p
dién:
1
f EES(eg —2€0zK + szz)dA+
As

L
W, = f 1 | 1 dx (12)
0 f —cﬁ (ey — zk)2 + e31(ey — zk)E3 — —633E%+—C¥2(€0 - ZK)4dA
4,2 2 ° 4
v6i:
EA = f E dA + f ck,dA = Esbhg+2cE, bh,, (13)
s Ap
El = f E,dA + f 22 dA (14)
As A

P

Thay cong thitc (13), (14) vao cong thifc (12) va tich phan theo mit cit A-A thu dudc:

L1
W, = —FA
el L )

Cong 40 W, bao gdm cong can nhét va cong tiéu tan trén dién trd tai R [4, 5]:

1
u + E(w’)2

2
1 1 1
+ 5El(w”)2 + ZK[(W")4 v~ > pvz}dx (15)

L
Wye = f —cowwdx + g(t)v (16)
0

Nguyén ly Hamilton [1, 5] dugc 4p dung nhu sau:
5}
f (0T — Wy + Wy )dt = 0 (17)
141

v6i diéu kién cdc bién phan thanh phan du, Sw, 6v,, bing 0 tai cdc thoi diém bién 11, 1, [3].
Thuc hién bién phan dong ning 6T va tich phan tiing phan theo thdi gian ¢ (6u|2 =0 & 6w|2 =

0) [4, 5], thu dudgc:
1) T3 L aZu azw 62Z
oTdt = — —0 — + — | ow|dxdt 18
L ft: j; [mc')tz M+m(6t2 +6t2) w} X (18)
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Bién phén thé ning / Cong bién dang (6W,;), 4p dung quy tic dao ham ham hdp cho tiing s6 hang,

thu dudc:
ou ow ou ou ow\"| ow _ow
A[a* (ax))éa”f"(a* (a)]a—%—

Ot =fo Pw Pw\)) Pw [ Pw
Elaz—ﬁvp+a/262 6W_082+Cvp ovp

dx (19)

Tich phan tiing phan cong thic (19), thu dudc dang riit gon ctia 6W,; [2], xdc dinh bdi:
0* ’w Pw 0 ou 1[{ow\"|ow
— |El— -1 — |EA| —+ | — )
[ PIEE A 2(3 2) ox 8x+2(8x) ax | .
X

L [aXZ
W = f )
o | 9 ou 1[0 0
-2 [EA[—“ + -(—W) )l Su - (ﬁ o C,,v,,)avp

(20)
Ox ox 2\ ox O0x?

Bién phan Cong 40 (6W,.) bao gdm luc can nhét phan bd va cong sinh ra trén tai dién. DE dua
dién tich g(#) vao chung mot tich phan khong gian theo dx, phan b6 déu bién phan ¢(¢)év,, trén chiéu
dai L: . .

ow ow (1)
oWy = —f(; C,Eéwdx—k q()ov, = j(; [—ctﬁéw + qTévp}d 20
Thay cong thic (21), (20), (18) vao cong thifc (17) thanh mot tich phan duy nhét trén toan mién

(x,1):

-m —62W+6—2Z —ca—w—a—zElazw I, +a 62W3
o o) o ax| e 7T "6
2k d 9 9 d o
u W w
— Al = - dxdt =0 (22
ft:‘fo +8x{ (8x+ (ax))ﬁx} s 22)
Pu 9 ou ow 0w q(t)
+ —I’I’lﬁ'l‘a{EA(ax (ax)) ou + 0@4‘6} p+ L](Svp

Tir cong thiic (22) phuong trinh dao dong doc truc va ubn ngang cia dam nghién ciu, 1an luot
dugc xac dinh bdi:
- Phuong trinh dao dong doc truc:

Pu_ 0 ou 8w
- Phuong trinh dao dong udn ngang:
Pw  ow 0| Pw 8w 0 u  1{ow\*)ow 8%z
e+ L |EI—= - ZHEAlZ (2 12 =l (o4
T +8x2[ e v””z(a 2)] ax[ (3x+2(8x) x|~ "ar Y

Trudng dién dugc xdc dinh bdi tich phan bi€u thic hé sb cta 6v,, doc theo chiéu dai L:

L 3w q(0) Ow(L,1)  ow(0,1)
fo (ﬁﬁ+cpp+ )dx_o:» q(t) = — [ P ]—Cvap(t) (25)
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Pao ham phuong trinh (25) theo thdi gian ¢ chung t6i thu duge dong dién tdc thoi

(26)

o = O*w(L, 1) GZW(O,t)]_ ) A (1)

oxot  Oxot ot

p Vp(t
Keét hgp véi dinh luat mach dién qua dién tré tai i(r) + % = 0, tr (26) c6 phuong trinh dao ham

riéng cho mach dién ngoai:

C,L 27)

@ | 1 o FPwL,n  wO,0] _
or "R Oxot oxor |

St dung phuong phdp Ritz-Galerkin cho phuong trinh (24) va (27) véi céc diéu kién bién cu thé

nhu sau [7, 9]:
- Tai dau ngam (d6 vong bing 0 va gdc xoay bang 0):

0
x=0: w(0,H=0 L0,n=0
0xq
- Tai dau tu do (mo6 men bﬁng 0, luc cat bﬁng 0):

2 3
x=1L: ‘9 (Lt)— AP
0x3

Chuyén vi do bién dang dugc khai trién theo cic ham riéng nhu sau [9]:
w(x, 1) = X(x)y(r) (28)
Ham riéng c6 bi€u thiic nghiém nhu sau:
X(x) = C) cos (ﬂ?) +Cysin (a?) +C; cosh (ﬂ?) + Cysinh (a?) (29)
Diéu kién truc giao sau khi khai trién biéu thic (29):
cosdcoshdA+1=0 (30)

Xdc dinh tan sb riéng qua biéu thiic khong thid nguyén:

A2 |EI 18752 |EI EI
W = = === = =3,5164]— (31)
2\ u 2 u *u

Theo Erturk va Inman, ham riéng & tin s6 co ban & mode dao dong thit nhét (1, = 1,875):

Aix

A A
X(x):[coshic—co ——/l ( h——s' 1x) (32)
L L L
Thay phuong trinh (32) vao (28):
Wi, £) = [cosh%x ~ cos % _r ( nh L _sin )] (1) (33)
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Pao ham cong thic (28) thu dudc:
2
w
— =X"(x0y®)
0x? Y

ow ,
Tx = X @

(34)

Thay cong thiic (34) vao cong thiic (24), phuong trinh dao dong uén ctia dim nghién cifu c6 dang

L L L
( f szdx)j}(t)+( f cthdX))'/(t)+( f EI(X”)zdx)y(t)+

M cr K
L EA[ (L 2 L L
[ f Bar(X") dx + 57 f (X’)de] ) y3(t)—( f ﬂX”dx) V(1) = —( f dex) (1)
0 0 0 0
K 0 M,

Viét lai biéu thiic (35):
M3(t) + cp(0) + Ky(0) + K133 () — v, (1) = =M1 3(D)

Thay (34) vao (27), thu dudc:

dvp(n) 1 , L nT <
Cpl—r=+ 2vp(®) + B [X (L) = X O] 3() = 0
trong do:
L
0=—9 f X" (x)dx = =0 [X'(L) — X'(0)]
0
Thay (38) vao (37):
dvp(t) vp(t)

“a TR 00

trong do:

EI
Ly = fz4dA; M =pAL; cy=c¢L;, K= 12,3624F

EA Eql 9
Ki = 0,8087-2 + 35894 g 27562, M, = 0,7830pAL
L3 L L

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

3. Phuong phap cin bang diéu hoa bac nhat (HBM) cho hé thu thap ning luong véi phi tuyén

vat liéu

Véi hé dao dong tu do phi tuyén, gia thiét chuyén vi co hoc va kich thich dién dp dén tir bién ddi
co hoc mang tinh diéu hoa. Trong HBM béc nhét, cc thanh phan diéu hoa bic cao dudc bd qua, chi

gitt lai thanh phan co ban.
y(t) = A cos(wt)
v(t) = V. cos(wt) + V sin(wr)
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Thay cic bi€u thiic ctia chuyén vi va dién 4p vao phuong trinh vi phan ctia mach dién, sau d6
nhém cac hé sé theo (sin(wr)) va (cos(wt)), sau khi giai hé phuong trinh dai s6 xéac dinh cac hé s dién
ap.

B wROA
" 14 (WRC))?
W?R>C,0A “2)
T 1+ (WRC,)
Thay (42) vao phuong trinh (41) thu dugc dién ap:
Vi = - PACR OACR _ Ginr (43)

—CoSs Wt + —mM8M8M8M8M8M8M8M8
1 + (RCpw)* 1 + (RCpw)?

Thay (41) va (43) vao phuong trinh (36) xét trudng hop dam dao dong tu do
3
—MAW? cos(wt) + KA cos(wf) + K; (ZA3 cos(a)t)) — (V. cos(wt) + Vysin(wn) =0 (44)

Sau khi nhém céc hé sb theo (sin(wt)) va (cos(wt)), 4p dung phuong phap can bﬁng diéu hoa (cho
hé s6 clia cos va sin dong thdi bang 0) cho phuong trinh (44), tan sb tu nhién ciia dAm dudc xdc dinh
bdi: IR

K 3K 1 6°C,Rw
2 s 222, - p

CTMTAMT T M1 RCw) @
Vi=0 (46)
4. Khao sat s6 kiém nghiém két qua
Trong nghién ciu nay, khao sat sd dugc thuc 920
hién dua trén bo thong sb hinh hoc, vat liéu va
co-dién sau: chiéu dai L = 55,0 mm, chiéu rong b s
:\31,8 mm, bé day 16p dam chd ¢, = 14Q wm, va 7 910
bé day moi 16p ap dién #, = 270 um. Khoi lugng K
riéng clia 16i dong thau va 16p gébm 4p dién lan ‘3905 I
lugt 1a p = 7165 kg/m® va p, = 7800 kg/m’. Do 5
cting dan hdi tuong tng 1a ¢, = 100 GPa va cfl 'E -
= 66 GPa. LSp dp dién c6 hang sb co-dién hiéu = a5l
dung e, = -14 C/m* va do thim thiu dién moi g
£33 = 1500g9 F/m [15]. Tir (40) thong sb ciia mo F 890 |
hinh tap trung dudc xac dinh bao gdbm: M = 7,14 x
1073 kg, K = 4105,8 N/m, K, = 7,67 x 10° N/m?, L
¢ =0218 N-s/m, 0 = -4,57 x 107 N/V, C, = 4,30 =
x 1078 F. 102 10* 108
Tir cong thiic (45), khio sat gid tri tan sb tu Bién tro R ()
nhién theo su thay doi cta dién trd tai R, dién dung Hinh 2. Anh hudng cia dién tré tai R dén tin sb
C, va h¢ sb co-dién 6. Nhu duge thé hién trén tu nhién

Hinh 2 cho thiy khi dién trd R trong dai 10> Q-
10 Q tin sb thay d6i khong déng ké, ngugc lai khi R ting dén 3000 ving trung gian tin sb ting
nhanh va dan bao hoa & R = 130 kQ 16n. V& mit vat 1y, su thay ddi ctia R 1am thay ddi trang théi dién
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ctia mach, tif d6 anh hudng dén dién 4p 4p dién va ddp ting co-dién tic dung 1én dim. Phan hdi nay
dan dén sy thay ddi tan sb dao dong tu do. Xu huéng bao hoa & viing R 16n cho thiy khi dién trd tiép
tuc ting, trang thai dién ctia hé tién tSi gii han ma sy thay d6i thém ctia R khong con lam thay ddi
dang ké dap ung co-dién. Do d6, trong pham vi tham s6 khéo sat, R 1a tham s6 dién c6 do nhay 16n
nhét dbi véi tan sb dao dong tu do ctia hé.

Két qua khao sat cho thiy tan sb dao dong tu do ctia dAm thay ddi theo dién trd tai R, v6i miic
bién thién 16 rét trong viing dién trd trung gian va c6 xu huéng 6n dinh khi R ting. Xu huéng nay phi
hop v6i két qua di dugc cong bd ddi véi dam 4p dién, trong d6 tan sd tu nhién ctia két ciu c6 phan ti
4p dién phu thudc vao diéu kién tai dién; hai trang thai gidi han ngan mach va hd mach tuong ting véi
céc tan sb dic trung khac nhau [15]. Két qua ddi chiéu cho thdy mo hinh hién tai c6 su nhit quan vé
mit vat ly trong viéc mo ta anh hudng clia tai dién dén dic tinh tin sb.
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Hinh 3. Pdp tng chuyén vi clia dim theo thdi gian

Pé danh gid truc tiép dap tng dich chuyén va dién 4p ctia hé lién két co-dién trong trudng hop
dao dong tu do theo kho sat s6 hai phuong trinh (36) va (39). Trong phan khao sat nay bién do ban
dau dudc chon 13 0,5 mm v6i dién trd tai R = 100 Q. Nhu dudc thé hién trén Hinh 3 dap tng dich
chuyén 12 hAm tuin hoan va gidm nhe theo thdi gian do 4nh hudng ctia hé s6 can c6 trong thanh phin
dién. Két qua cho thiy qua trinh suy giam dao dong co hoc gin lién v6i qua trinh chuyén ddi va tiéu
tdn ning luong qua d6 thé hién 1o vai tro clia lién két co-dién trong ddp ting tu do clia hé. Két qua nay
khang dinh mo hinh da md t4 dap tng dao dong tu do ctia dAm, ddng thdi 1am 1 vai trd clia hiéu ting
tiéu tan dién-co trong su suy giam bién do theo thai gian.

So sanh dién ap: Phwong phap giai tich va khao sat sé
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Hinh 4. So sanh két qua dién 4p dau ra ctia khao sat s6 va phuong phap giai tich
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Nhu dudc thé hién trén Hinh 4, nghiém giai tich va két qua khio sit sb c6 su phit hop t6t vé tan sb
dao dong trong khoang 0,6-0,8 s. Nghiém giai tich duy tri dao dong tuan hoan véi bién do gan nhu
khong d6i do dudc biéu dién dudi dang ham diéu hoa gdom thanh phan (cos(wt)), trong d6 bién do
khong ddi theo thdi gian. Ngudc lai, két qua khao sit s6 cho thiy bién do dién 4p suy giam nhe theo
thoi gian. Mic dit cin co hoc dudc bd qua, hé van ton tai co ché tiéu tan niing lugng thong qua dién
trd tai R, 1am cho ning ludng ctia hé gidm dan va dan dén su suy gidm bién do trong nghiém s6. Do
do, su khic biét vé bién do gilta hai két qua chii yéu phan 4nh sy khéc nhau giita nghiém diéu hoa ly
tudng clia phuong phap giai tich va dap dng s6 c6 xét dén qua trinh tiéu tdn ning luong ctia hé ghép
co-dién.

5. Két luan

Nghién ctiu nay da xay dung md hinh co-dién phi tuyén ctia dim cong x6n 4dp dién Euler-Bernoulli
trén co s& xét dong thdi phi tuyén hinh hoc va phi tuyén vat liéu, trong d6 bién dang von Karman dudgc
két hop v6i mo hinh vat liéu ap dién phi tuyén. Hé phuong trinh lién két co-dién dudc thiét 1ap bang
nguyén ly Hamilton mé rong va rit gon bang phucng phap Ritz-Galerkin, sau d6 dudc giai bang
phuong phap can bing diéu hoa dé khio sat dao dong tu do phi tuyén. Piém méi ctia nghién citu 1a
1am 16 anh hudng két hop ctia hai cd ché phi tuyén dén dic tinh dao dong tu do ctia dam ap dién, dic
biét 12 su thay d6i clia quan hé tin s6-bién do va dic tinh lién két co-dién clia hé.

Két qua khdo sat cho thiy cdc tham s6 phi tuyén khong chi 1am thay d6i bién do dao dong ma con
4nh huéng truc tiép dén tin s tu nhién ctia hé. Pic biét, su thay d6i clia cac tham s dién lam thay
ddi trang thdi lién két co-dién, qua d6 anh hudng dén dic tinh dong Iuc hoc tuong duong ctia két chu.
Két qua nay cho thiy viéc ddng thdi xét phi tuyén hinh hoc va phi tuyén vit liéu 1a cin thiét d€ mo ta
day di hon dic tinh dao dong ctia dAm 4p dién khi 1am viéc & bién do 16n.

Két qua nghién ctiu trong bai bdo niy mé ra hudng phat trién tiép theo trong nghién ctiu hé co
dién trong tuong lai bao gdm phén tich dao dong, x4c dinh cc dap ting co-dién ctia dAm khi hé chiu
tdc dung cua luc cudng biic va ngau nhién.
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