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Tóm tắt
Nghiên cứu này đánh giá ảnh hưởng của nhiệt độ, độ ẩm và từ trường đến đặc trưng dao động của tấm nano FGM (vật liệu
có cơ tính biến thiên) áp từ có lỗ rỗng (NaPoMag) trên nền đàn hồi Winkler-Pasternak. Mô hình giải tích được xây dựng dựa
trên lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất đơn giản (SFSDT) kết hợp lý thuyết đàn hồi phi cục bộ (NET). Các phương trình cân
bằng được thiết lập từ nguyên lý Hamilton cho tấm hình chữ nhật có bốn biên tựa khớp, với phân bố từ trường theo chiều
dày được mô tả bằng tổ hợp hàm lượng giác và hàm tuyến tính. Lời giải Navier được áp dụng để xác định tần số dao động
riêng. Độ tin cậy của mô hình lý thuyết và chương trình tính được kiểm tra bằng cách so sánh với các kết quả đã được báo
cáo trước đây. Tiếp theo, các khảo sát tham số được thực hiện nhằm đánh giá ảnh hưởng của nền đàn hồi, tính chất vật liệu,
kiểu và hệ số lỗ rỗng, kích thước hình học, nhiệt độ, độ ẩm, từ trường áp đặt và tham số phi cục bộ đến tần số dao động của
tấm NaPoMag. Điểm mới của nghiên cứu là đề xuất mô hình giải tích SFSDT kết hợp NET cho tấm nano FGM áp từ có lỗ
rỗng đặt trên nền Winkler-Pasternak, xét đồng thời tác động của nhiệt độ, độ ẩm và từ trường, qua đó cung cấp cơ sở tham
khảo cho thiết kế và tối ưu kết cấu nano trong điều kiện làm việc thực tế.
Từ khoá: dao động; tấm nano FGM áp từ; nền đàn hồi; cơ-nhiệt-ẩm; phi cục bộ.

IMPACT OF TEMPERATURE, MOISTURE, AND MAGNETIC FIELD ON THE VIBRATION CHARAC-
TERISTICS OF FGM NANOPLATES
Abstract
This study investigates the effects of temperature, moisture, and magnetic field on the vibration characteristics of a nano-
scale porous magneto-elastic functionally graded (NaPoMag) plate resting on a Winkler-Pasternak elastic foundation. The
analytical model is developed based on the first-order shear deformation theory (SFSDT) combined with nonlocal elasticity
theory (NET). The equilibrium equations are derived from Hamilton’s principle for a rectangular plate with four simply
supported edges, with the through-thickness magnetic field distribution described by a combination of linear and trigono-
metric functions. The Navier solution is applied to determine the natural frequencies. The validity of the theoretical model
and the computational program is verified by comparison with previously reported results. Subsequently, parametric studies
are conducted to investigate the effects of foundation characteristics, material properties, porosity type and porosity coeffi-
cient, geometric dimensions, temperature, moisture, applied magnetic field, as well as nonlocal parameters on the vibration
frequencies of the NaPoMag plate. The novelty of this study is the development of an analytical SFSDT-NET framework
for porous magneto-elastic functionally graded nano-plates on a Winkler-Pasternak foundation, accounting for the coupled
effects of temperature, moisture, and magnetic field.
Keywords: vibration; magnetostrictive FGM nanoplate; elastic foundation; thermo-moisture; nonlocal.

https://doi.org/10.31814/stce.huce2026-20(1V)-05 © 2026 Trường Đại học Xây dựng Hà Nội (ĐHXDHN)

1. Giới thiệu
Trong những năm gần đây, các vật liệu thông minh như vật liệu áp điện, áp từ và vật liệu đàn hồi

điện từ đã được ứng dụng rộng rãi trong các hệ thống cơ-điện vi mô (MEMS), cơ-điện nano (NEMS)
và nhiều thiết bị công nghệ y sinh hiện đại [1, 2]. Do tính chất cơ học của các vật liệu này có thể bị chi
phối bởi điện thế, từ trường, hoặc đồng thời bởi cả hai trường, chúng mang lại nhiều ưu điểm trong
nhiều ứng dụng khác nhau [3]. Để hỗ trợ quá trình thiết kế và tối ưu hóa các kết cấu sử dụng vật liệu
thông minh ở cấp độ nano, việc phát triển các mô hình phân tích nhằm dự đoán chính xác ứng xử cơ
học của chúng là rất cần thiết.

∗Tác giả đại diện. Địa chỉ e-mail: thamvv@huce.edu.vn (Thẩm, V. V.)
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Khi kết cấu thu nhỏ đến quy mô micro hoặc nano, ảnh hưởng của kích thước lên ứng xử cơ học
trở nên rõ rệt [4]. Các phương pháp phân tích vĩ mô truyền thống không còn phù hợp vì bỏ qua hiệu
ứng kích thước. Với kết cấu nano, thí nghiệm hoặc mô phỏng động lực học phân tử (MD) đáng tin cậy
nhưng tốn nhiều thời gian và tài nguyên tính toán là rất lớn. Do đó, cơ học môi trường liên tục thường
được ưu tiên, với nhiều mô hình lý thuyết như đàn hồi phi cục bộ, gradient biến dạng phi cục bộ và
năng lượng bề mặt được phát triển để tính đến hiệu ứng kích thước. Trong số đó, lý thuyết đàn hồi phi
cục bộ (NET) do Eringen và Edelen đề xuất [5] là một trong những mô hình được áp dụng rộng rãi.
Được đề xuất lần đầu bởi Eringen [6], lý thuyết này giả thiết rằng ứng suất tại một điểm trong vật liệu
liên tục không chỉ phụ thuộc vào biến dạng tại chính điểm đó mà còn chịu ảnh hưởng từ biến dạng tại
tất cả các điểm lân cận. Kết quả là, NET được xem như một công cụ hiệu quả và thông dụng trong
việc thiết lập các phương trình cân bằng và phương trình chuyển động cho các kết cấu nano.

Sự phát triển của vật liệu FGM đã góp phần nâng cao hiệu suất làm việc của kết cấu thông qua
khả năng chịu nhiệt tốt và độ bền cơ học cao. Dựa trên nền tảng này, các vật liệu thông minh như vật
liệu FGM áp từ (FGMag) và FGM đàn hồi điện từ (FGMEE) đã được nghiên cứu và phát triển nhằm
tối ưu hóa đặc tính và mở rộng ứng dụng kỹ thuật. Gần đây, nhiều nghiên cứu tập trung vào cơ học
của kết cấu nano làm từ FGMEE. Ebrahimi và cs. [7] đã nghiên cứu ổn định nhiệt của các dầm nano
đàn hồi-điện-từ-nhiệt (METE) bằng lý thuyết bậc ba kết hợp lý thuyết đàn hồi phi cục bộ. Trạng thái
mất ổn định và ứng xử sau mất ổn định của tấm nano METE tiếp tục được Ansari và Gholami [8]
phân tích thông qua lý thuyết tấm bậc nhất (FSDT) kết hợp với NET. Żur và cs. [9] đã nghiên cứu dao
động tự do và ổn định của tấm nano FGMEE sử dụng lý thuyết tấm bậc cao (HSDT) kết hợp với NET,
trong khi Ebrahimi và Barati [10] cũng áp dụng bộ công cụ này để phân tích dao động của tấm bằng
vật liệu đàn hồi điện từ (MEE) đặt trên nền đàn hồi Pasternak. Bên cạnh đó, Arefi và Amabili [11] đã
nghiên cứu uốn vỏ nano hai độ cong với lớp bề mặt FGMEE và lớp lõi đẳng hướng, dựa trên lý thuyết
biến dạng cắt bậc cao hình sin kết hợp lý thuyết đàn hồi phi cục bộ.

Trong quá trình chế tạo, sự khác biệt về điều kiện nhiệt hóa rắn có thể tạo ra lỗ rỗng trong vật
liệu FGM, hình thành vật liệu FGM xốp (PoFGM). Theo nghiên cứu của Gogotsi [12], quá trình chế
tạo FGMEE với các thành phần CoFe2O4 và BaTiO3 có thể dẫn đến độ xốp lên đến 40%. Nhiều công
trình nghiên cứu đã chứng minh rằng độ xốp ảnh hưởng đáng kể đến các đặc tính cơ học, nhiệt, điện
và từ của tấm vật liệu. Esen và cs. [13] dùng phần tử hữu hạn đánh giá ảnh hưởng của lỗ rỗng đến đáp
ứng động của tấm đàn hồi điện từ có bọt rỗng (PoFGMEE), trong khi Esen và Özmen [14] nghiên cứu
dao động tự do và độ võng của tấm nano MEE xốp dưới tác động nhiệt. Gần đây, Kiran và cs. [15]
phân tích ổn định nhiệt và dao động của tấm nano sandwich lõi PoFGM, hai lớp mặt PoFGMEE, sử
dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao gradient biến dạng phi cục bộ. Trên thực tế, sự phân bố lỗ rỗng
trong vật liệu FGM xốp có thể là ngẫu nhiên do quá trình chế tạo hoặc được chủ động thiết kế để đạt
các mục tiêu kỹ thuật như giảm khối lượng, điều chỉnh độ cứng và kiểm soát đặc tính dao động.

Hiểu rõ cách thức kết cấu tương tác với nền là một vấn đề cơ bản trong thiết kế kết cấu và đã được
nhiều nhà nghiên cứu quan tâm. Để mô phỏng tương tác này, người ta thường sử dụng mô hình kết cấu
đặt trên nền đàn hồi [10, 16, 17], một cách tiếp cận đơn giản nhưng hiệu quả để biểu diễn quan hệ giữa
hai môi trường liên tục, ví dụ như các kết cấu tiếp xúc với polyme hoặc các vật liệu nền có khả năng
biến dạng. Mặc dù nhiều mô hình nền đã được đề xuất, nền Winkler và nền Winkler-Pasternak vẫn là
hai mô hình phổ biến và được ứng dụng rộng rãi nhất. Xu và cs. [18] đã nghiên cứu độ ổn định của
dầm nano FGM trên nền Winkler-Pasternak trong môi trường nhiệt độ. Lezgy-Nazargah và Cheraghi
[19] đã phân tích ứng xử uốn của tấm nano ba lớp FGMEE đặt trên nền đàn hồi hai hệ số Winkler-
Pasternak. Zhang và cs. [20] đã khảo sát ổn định động của vỏ nano hình trụ đàn hồi điện-từ-nhiệt đặt
trên nền Winkler-Pasternak theo lý thuyết NET.
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Qua tổng quan tài liệu cho thấy, dao động của tấm nano thông minh chủ yếu được phân tích bằng
FSDT và HSDT, trong đó HSDT được sử dụng phổ biến để mô tả ứng xử cơ học dưới tác động của
các trường điện, nhiệt, từ và nền đàn hồi. Tuy nhiên, các mô hình HSDT thường phức tạp và tốn thời
gian tính toán. Vì vậy, lý thuyết SFSDT được lựa chọn nhằm giảm độ phức tạp và số ẩn của mô hình,
đồng thời vẫn đảm bảo độ chính xác cần thiết cho các phân tích kỹ thuật. Mặc dù đã có nhiều nghiên
cứu phân tích dao động của tấm nano thông minh, nhưng chưa có công trình nào xem xét đồng thời
ảnh hưởng của nhiệt độ, độ ẩm và từ trường lên tấm nano FGM áp từ có bọt rỗng đặt trên nền đàn hồi.
Điều này cho thấy sự cần thiết của việc nghiên cứu để lấp đầy khoảng trống trên. Do đó, bài báo xây
dựng mô hình giải tích phân tích dao động tấm NaPoMag trên nền đàn hồi Winkler-Pasternak dưới tác
động kết hợp của nhiệt, ẩm và từ trường, dựa trên lý thuyết SFSDT. Nghiên cứu này góp phần cung
cấp cơ sở khoa học cho việc ứng dụng các kết cấu tấm nano FGM trong điều kiện thực tế, khi xét đến
ảnh hưởng của nền đàn hồi cũng như các tác động của môi trường nhiệt độ, độ ẩm và từ trường.

2. Mô hình lý thuyết
2.1. Mô hình tấm NaPoMag đặt trên nền đàn hồi Winkler-Pasternak

Hình 1 mô tả tấm chữ nhật bằng vật liệu FGM áp từ có chứa các vi bọt rỗng, đặt trên nền đàn
hồi Winkler-Pasternak với các hệ số độ cứng gồm: kw (độ cứng của lớp nền lò xo), kp (độ cứng của
lớp nền chịu cắt). Tấm được chế tạo từ hai loại vật liệu, với bề mặt trên là CoFe2O4 và bề mặt dưới là
Terfenol-D. Tấm chịu tác động của từ trường Ψ(x, y, z), như minh họa trong Hình 1.

Hình 1. Mô hình tấm NaPoMag đặt trên nền đàn hồi Winkler-Pasternak và các kiểu phân bố bọt rỗng:
(a) phân bố đều, (b) dạng chữ X, (c) dạng chữ A, (d) dạng chữ V

Sự biến thiên theo chiều dày của các tính chất vật liệu hiệu dụng của tấm NaPoMag được mô tả
bằng quy luật lũy thừa sửa đổi của Doroushi và cs. [21]:

ℑ(z) = ℑl +
(
ℑu − ℑl

) ( z
h
+

1
2

)p

−
e0

2
(
ℑu + ℑl

)
ℵ (1)

trong đó ℑ(z) là các tính chất hiệu dụng của vật liệu áp từ có bọt rỗng (PoFGMag) bao gồm: Mô đun
đàn hồi Ei j(z), hằng số áp từ qi j(z), hệ số từ thẩm χi j, hệ số giãn nở nhiệt αi j, hệ số giãn nở ẩm βi j và
khối lượng riêng ρ(z); p là chỉ số tỷ lệ thể tích của vật liệu FGMag; hệ số Poisson ν(z) lấy gần đúng là
hằng số theo chiều dày tấm; ℑu và ℑl lần lượt là các tính chất của vật liệu tại mặt trên và dưới; e0 là
hệ số bọt rỗng; ℵ(z) là hàm phân bố bọt rỗng, xác định theo Bảng 1.

Nghiên cứu này xem xét bốn kiểu phân bố vi bọt rỗng (KPB) theo Karaca và Esen [22]: Phân bố
đều (PB-U, Hình 1(a)), Phân bố chữ X (PB-X, Hình 1(b)), Phân bố chữ V (PB-V, Hình 1(c)) và Phân
bố chữ A (PB-A, Hình 1(d)).
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Bảng 1. Hàm số xác định kiểu phân bố vi bọt rỗng ℵ(z)

KPB PB-U PB-X PB-A PB-V

ℵ(z) 1 (1 − e0) cos
(
πz
h

)
(1 − e0) cos

(
πz
2h
+
π

4

)
(1 − e0) cos

(
πz
2h
−
π

4

)
2.2. Các hệ thức cơ bản

Để phân tích dao động của tấm NaPoMag đặt trên nền đàn hồi Winkler-Pasternak, bài báo sử dụng
lý thuyết tấm SFSDT.

Trường chuyển vị của một điểm bất kỳ thuộc tấm được giả thiết theo Thai và Choi [23] như sau:

u (x, y, z, t) = u0 − zwb,x; v (x, y, z, t) = v0 − zwb,y; w (x, y, z, t) = wb + ws. (2)

ở đây, u0, v0 là các chuyển vị của mặt trung bình theo hai phương x, y; wb và ws là các thành phần
chuyển vị ngang do tác động của mômen uốn và lực cắt.

Để đảm bảo điều kiện Maxwell cho trường từ theo chiều dày tấm, Ebrahimi và Gholami [8] đã giả
định hàm từ thế có dạng:

Ψ (x, y, z, t) = − cos
(
πz
h

)
ψ0 +

2z
h
Ω (3)

trong đó Ω và ψ0 lần lượt là từ trường ngoài và từ trường tại mặt trung bình của tấm.
Trường biến dạng {ε} được suy ra từ trường chuyển vị:

εx

εy

εxy

εxz

εyz


=



∂u/∂x
∂v/∂y

∂u/∂y + ∂v/∂x
∂ws/∂x
∂ws/∂y


=



u0,x − zwb,xx

v0,y − zwb,yy

u0,y + zv0,x − 2zwb,xy

ws,x

ws,y


(4)

Theo (3), véc tơ từ trường {H} =
{
Hx Hy Hz

}T
được xác định như sau:

Hx = −Ψ,x = cos
(
πz
h

)
ψ0,x; Hy = −Ψ,y = cos

(
πz
h

)
ψ0,y;

Hz = −Ψ,z = −
π

h
sin

(
πz
h

)
ψ0 −

2Ω
h
.

(5)

Đối với tấm NaPoMag tuyến tính tiếp xúc với tải trọng cơ-từ, quan hệ ứng suất - biến dạng theo
lý thuyết đàn hồi phi cục bộ được biểu diễn [24–26]:

ℜ



σx

σy

σxy

σxz

σyz


=


C̃11 C̃12 0 0 0
C̃12 C̃11 0 0 0
0 0 C̃66 0 0
0 0 0 C̃55 0
0 0 0 0 C̃55





εxx − α11∆T − β11∆C
εyy − α22∆T − β22∆C

γxy

γxz

γyz


−


0 0 q̃31
0 0 q̃31
0 0 0

q̃15 0 0
0 q̃15 0




Hx

Hy

Hz

 ;

ℜ =
(
1 − ξ2∇2

)

ℜ


Bx

By

Bz

 =
 0 0 0 q̃15 0

0 0 0 0 q̃15
q̃31 q̃31 0 0 0




εxx

εyy

γxy

γxz

γyz


+

χ̃11 0 0
0 χ̃11 0
0 0 χ̃33




Hx

Hy

Hz

 +


0
0
λ̃33

∆T +


0
0
η̃33

∆C

(6)
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trong đó ξ = eN
0 aN là tham số phi cục bộ, eN

0 là hằng số phi cục bộ không thứ nguyên và aN là chiều
dài đặc trưng của vật liệu nano, C̃i j, q̃i j, χ̃i j, λ̃33, η̃33 là các thuộc tính của vật liệu FGMag;

{
σi j

}
và

{Bi} lần lượt là véc tơ ứng suất và chuyển dịch từ trường; {εkl}, {Hm} là véc tơ biến dạng và từ trường;
αc

i j và βc
i j là các hệ số giãn nở do nhiệt độ và độ ẩm.

Trong nghiên cứu này, nhiệt độ và độ ẩm được giả thiết phân bố đều trên toàn bộ tấm NaPoMag.
Sự biến thiên của nhiệt độ và độ ẩm được xác định lần lượt theo:

∆T = (T − T0) ; ∆C = (C −C0) (7)

với T là nhiệt độ làm việc (nhiệt độ môi trường) và T0 là nhiệt độ tham chiếu ban đầu; C là độ ẩm làm
việc (độ ẩm môi trường) và C0 là độ ẩm tham chiếu ban đầu.

Các thuộc tính vật liệu PoFGMag được xác định theo Ebrahimi và cs. [27]:

C̃11 = C11 −
C2

13

C33
; C̃12 = C12 −

C2
13

C33
; C̃44 = C̃55 = C̃66 = C66;

q̃31 = q31 −
q33C2

13

C33
; q̃15 = q15; χ̃11 = χ11; χ̃33 = χ33 +

q2
33

C33
;

λ̃33 = λ33 +
q33k33

C33
; η̃33 = η33 +

q33h33

C33
.

(8)

Tích phân các biểu thức trong phương trình (6) theo chiều dày tấm ta được:

ℜ


Nx

Ny

Nxy

 =
A11 A12 0
A12 A11 0
0 0 A66




u0,x
v0,y

u0,y + v0,x

 +
B11 B12 0
B12 B11 0
0 0 B66



−wb,xx

−wb,yy

−2wb,xy

 +


Am
31

Am
31
0

ψ0

ℜ


Mx

My

Mxy

 =
B11 B12 0
B12 B11 0
0 0 B66




u0,x
v0,y

u0,y + v0,x

 +
D11 D12 0
D12 D11 0
0 0 D66



−wb,xx

−wb,yy

−2wb,xy

 +


Em
31

Em
31
0

ψ0

ℜ

{
Qx

Qy

}
=

[
A55 0
0 A44

] {
ws,x

ws,y

}
− Am

15

{
ψ0,x
ψ0,y

}
∫ h/2

−h/2
ℜ

{
Bx

By

}
cos

(
πz
h

)
dz = Em

15

{
ws,x

ws,y

}
+ Xm

11

{
ψ0,x
ψ0,y

}
∫ h/2

−h/2
ℜBz

π

h
sin

(
πz
h

)
dz = Am

31

(
u0,x + v0,y

)
− Em

31∇
2wb − Xm

33ψ0 + Fm
33∆T + Lm

33∆C

(9)

trong đó Ai j, Bi j, Di j, Am
i j, Em

i j là các hệ số độ cứng được xác định bởi:

(
Ai j, Bi j,Di j

)
=

∫ h/2

−h/2
C̃i j(1, z, z2)dz (i j = 11, 12, 66)

A44 = A55 = ks

∫ h/2

−h/2
C̃55dz;

{
Am

31, E
m
31

}
=

∫ h/2

−h/2
q̃31

π

h
sin

(
πz
h

)
{1, z} dz

Am
15 =

∫ h/2

−h/2
q̃15 cos

(
πz
h

)
dz;

{
Fm

33, L
m
33

}
=

∫ h/2

−h/2

π

h
sin

(
πz
h

) {
λ̃33, η̃33

}
dz

{
Xm

11, X
m
33

}
=

∫ h/2

−h/2

{
χ̃11 cos2

(
πz
h

)
, χ̃33

(
π

h

)2
sin2

(
πz
h

)}
dz.

(10)
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Phương trình chuyển động được thiết lập từ nguyên lý Hamilton mở rộng:∫ t

0
δ (ΠS − ΠW − ΠK)dt = 0 (11)

trong đó ΠS là năng lượng biến dạng, ΠW là công do ngoại lực thực hiện và ΠK là động năng. Biến
phân của năng lượng biến dạng có thể được viết là:

δΠS =

∫
V
σi jδεi jdV

=

∫
V

(
σxδεx + σyδεy + σxyδγxy + σxzδγxz + σyzδγyz − BxδHx − ByδHy − BzδHz

)
dV

(12)

Thay thế các phương trình (4) vào phương trình (12) ta được:

δΠS =

∫
A

Nxδu0,x − Mxδwb,xx + Nyδv0,y − Myδwb,yy + Nxy
(
δu0,y + δv0,x

)
− 2Mxyδwb,xy + Qxzδws,x + Qyzδws,y

 dxdy

+

∫
A

∫ h/2

−h/2

(
−Bx cos

(
πz
h

)
δψ0,x − By cos

(
πz
h

)
δψ0,y + Bz

π

h
sin

(
πz
h

)
δψ0

)
dxdydz

(13)

Các thành phần nội lực và mômen Ni j, Mi j, Qi j được xác định theo:

(
Nx,Ny,Nxy

)
=

∫ h/2

−h/2

(
σx, σy, σxy

)
dz

(
Mx,My,Mxy

)
=

∫ h/2

−h/2

(
zσx, zσy, zσxy

)
dz;

(
Qxz,Qyz

)
=

∫ h/2

−h/2
ks

(
σxz, σyz

)
dz

(14)

với ks là hệ số hiệu chỉnh cắt, trong nghiên cứu này lấy ks = 5/6.
Biến phân của công được thực hiện bởi các lực tác dụng lên tấm NaPoMag đặt trên nền đàn hồi

Winkler-Pasternak được viết dưới dạng của Liu và cs. [28]:

δΠW =

∫
A

N0
x (wb + ws),xδ(wb + ws)x + N0

y (wb + ws)yδ(wb + ws)y − kwδ (wb + ws)

+ kp
(
(wb + ws)xx + (wb + ws)yy

)
δ (wb + ws)

 dxdy (15)

trong đó N0
x , N0

y , N0
xy là các tải trọng trong mặt phẳng; kw, kp là các hệ số nền đàn hồi và không xét

đến hiệu ứng phi cục bộ của nền.
Trong nghiên cứu này, giả định rằng tấm NaPoMag chịu tác động của nhiệt độ T , độ ẩm C, từ

trường ngoài Ω, và bỏ qua tải trọng cắt. Do đó, N0
xy = 0 và N0

x , N0
y là các tải trọng tác dụng trong mặt

phẳng, được định nghĩa như sau [27, 29]:

N0
x = N0

y = NH + NT + NC; NH
x = NH

y = −

∫ h/2

−h/2
q̃31

2Ω
h

dz

NT
x =

∫ h/2

−h/2

(
C̃11α̃11 + C̃12α̃22

)
∆Tdz; NT

y =

∫ h/2

−h/2

(
C̃11α̃22 + C̃12α̃11

)
∆Tdz

NC
x =

∫ h/2

−h/2

(
C̃11β̃11 + C̃12β̃22

)
∆Cdz; NC

y =

∫ h/2

−h/2

(
C̃11β̃22 + C̃12β̃11

)
∆Cdz

(16)
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Biến phân của động năng của tấm được viết dưới dạng:

δΠK =

∫
V
ρ(z) (u̇δu̇ + v̇δv̇ + ẇδẇ)dAdz

=

∫
A


I0 (u̇0δu̇0 + v̇0δv̇0 + (ẇb + ẇs) δ (ẇb + ẇs))

− I1
(
u̇0δẇb,x + ẇb,xδu̇0 + v̇0δẇb,y + ẇb,yδv̇0

)
+ I2

(
ẇb,xδẇb,x + ẇb,yδẇb,y

)
dA

(17)

trong đó (I0, I1, I2) là các mô men quán tính khối lượng được xác định bởi:

(I0, I1, I2) =
∫ h/2

−h/2
ρ(z)

(
1, z, z2

)
dz (18)

với ρ(z) là khối lượng riêng.
Thay thế các biểu thức (9), (13), (15) và (17) vào phương trình Hamilton (11), sau khi thực hiện

phép biến phân và tích phân từng phần, đồng nhất các hệ số của các biến thiên độc lập δu0, δv0, δwb,
δws và δψ0, suy ra hệ phương trình chuyển động của tấm NaPoMag theo nội lực.

Xét riêng biến phân δu0 trong (11), sau khi thực hiện phép biến phân và tích phân từng phần,
phương trình cân bằng cục bộ có dạng: Nx,x + Nxy,y = I0ü0 − I1ẅb,x.

Với mô hình phi cục bộ, nội lực thỏa mãn quan hệ vật liệu (9) dưới dạng:ℜ{N} = (...). Áp dụng
toán tử ℜ lên hai vế của phương trình cân bằng và sử dụng (9) để thay thế ℜNx và ℜNxy, thu được
phương trình thứ nhất trong hệ (19). Các phương trình còn lại được suy ra tương tự khi xét các biến
thiên δv0, δwb, δws và δψ0.

Trên cơ sở đó, hệ phương trình chuyển động của tấm NaPoMag có xét hiệu ứng phi cục bộ được
biểu diễn dưới dạng các ẩn chuyển vị như sau:

δu0 : A11u0,xx + A66u0,yy + (A12 + A66) v0,xy − B11wb,xxx − (B12 + 2B66) wb,xyy

+ Am
31ψ0,x −ℜ

(
I0ü0 − I1ẅb,x

)
= 0

δv0 : A22v0,yy + A66v0,xx + (A12 + A66) u0,xy − B11wb,yyy − (B12 + 2B66) wb,xxy

+ Am
31ψ0,y −ℜ

(
I0v̈0 − I1ẅb,y

)
= 0

δwb : B11u0,xxx + (B12 + 2B66)u0,xyy + (B12 + 2B66)v0,xxy + B22v0,yyy

− D11wb,xxxx − 2 (D12 + 2D66) wb,xxyy − D22wb,yyyy

+ Em
31∇

2ψ0 +ℜ
(
−

(
NT + NC + NH − kp

)
∇2(wb + ws) − kw (wb + ws)

−I0(ẅb + ẅs) − I1
(
ü0,x + v̈0,y

)
+ I2∇

2ẅb
)
= 0

δws : A55ws,xx + A44ws,yy + Fm
31∇

2ψ0 +ℜ
(
−

(
NT + NC + NH − kp

)
∇2(wb + ws)

−kw (wb + ws) − Am
15∇

2ψ0 − I0(ẅb + ẅs) − I1
(
ü0,x + v̈0,y

)
+ I2∇

2ẅb
)
= 0

δψ0 : Am
31

(
u0,x + v0,y

)
− Em

31∇
2wb + Em

15∇
2ws + Xm

11∇
2ψ0 − Xm

33ψ0 = 0.

(19)

2.3. Lời giải Navier
Trong trường hợp tấm NaPoMag chữ nhật bốn cạnh tựa khớp (SSSS), điều kiện biên được áp dụng

đối với chuyển vị uốn, và được biểu diễn dưới dạng:

v0 = wb = ws = ψ0 = Mx = 0, tại x = 0, a

u0 = wb = ws = ψ0 = My = 0, tại y = 0, b
(20)
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Nghiên cứu này xét điều kiện biên SSSS chỉ đối với chuyển vị uốn của tấm. Ảnh hưởng của nhiệt
độ và độ ẩm được xét thông qua các lực màng nhiệt-ẩm, được mô hình hóa dưới dạng ứng suất màng
ban đầu trong phương trình chuyển động.

Các chuyển vị thỏa mãn điều kiện biên (20), được giả thiết như sau:

u0 =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

Umneiωt cos ςx sinϑy; v0 =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

Vmneiωt sin ςx cosϑy

wb =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

Wbmneiωt sin ςx sinϑy; ws =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

Wsmneiωt sin ςx sinϑy

ψ0 =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

ψmneiωt sin ςx sinϑy

(21)

trong đó ς = mπ/a, ϑ = nπ/b, ω là tần số dao động riêng (rad/s) và các hệ số cần xác định là
{X} = {Umn,Vmn,Wbmn,Wsmn, ψmn}

T .
Sau khi thay các phương trình (9), (10) và (21) vào hệ phương trình chuyển động (19) và thực hiện

các biến đổi đại số, phương trình thu được có dạng:{[
K̃
]
− ω2

[
M̃

]}
{X} = {0} (22)

trong đó các hệ số ki j và mi j cấu thành ma trận độ cứng
[
K̃
]

và ma trận khối lượng
[
M̃

]
được trình

bày trong Phụ lục A. Các tần số dao động của tấm NaPoMag đặt trên nền đàn hồi được xác định từ
nghiệm của bài toán trị riêng sau: ∣∣∣∣[K̃]

− ω2
[
M̃

]∣∣∣∣ = 0 (23)

Giải phương trình trị riêng thu được các tần số góc ωmn ứng với các mode dao động (m, n); trong
đó tần số dao động riêng cơ bản được xác định theo ω = min {ωmn}.

3. Kết quả số và thảo luận
3.1. Kiểm chứng mô hình

Mô hình đề xuất được kiểm chứng thông qua hai ví dụ. Trong ví dụ thứ nhất, xét tấm nano đẳng
hướng, trong đó các tần số dao động riêng không thứ nguyên ω̃ được liệt kê trong Bảng 2 và đối chiếu
với các kết quả giải tích dựa trên lý thuyết tấm bậc ba (TSDT) và lý thuyết tấm bậc nhất (FSDT) của
Aghababaei và Reddy [30].

Bảng 2. So sánh tần số dao động cơ bản không thứ nguyên ω̃ = ωh
√
ρ/G của tấm nano đẳng hướng

(a = b = 10, E = 30.106, ν = 0,3)

ξ2 (nm)2
Mô hình

FSDT [30] TSDT [30] Bài báo

0 0,0930 0,0935 0,0933
1 0,0850 0,0854 0,0852
5 0,0660 0,0663 0,0662

Khi không có điện thế ngoài áp đặt (V = 0), mô hình áp điện-từ đối với tấm PoFGMEE suy
biến về trường hợp áp từ thuần túy, nên ví dụ so sánh thứ hai được tiến hành kiểm chứng đối với
tần số dao động cơ bản không thứ nguyên ω̄ = ωa2/h

√
ρCoFe2O3/C11CoFe2O4 của tấm PoFGMEE
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(CoFe2O4/BaTiO3) chịu từ trường ngoài áp đặt. Các kết quả so sánh được trình bày trong Bảng 3 và
được đối chiếu với mô hình giải tích sử dụng lý thuyết HSDT-4 trong [27]. Các thông số vật liệu của
CoFe2O4 được trích dẫn theo [27].

Bảng 3. So sánh tần số ω̄ của tấm PoFGMEE (CoFe2O4/BaTiO3)
(ξ = 0, a = b = 100h; e0 = 0,2; Ω = −500; Kw = Kp = 0)

Kiểu phân bố
bọt rỗng

p = 0,2 p = 1 p = 5

[27] Bài báo [27] Bài báo [27] Bài báo

FGMag-I 3,27061 3,23256 3,46440 3,34986 3,86939 3,74004
FGMag-II 3,43608 3,37691 3,59537 3,47099 3,93172 3,79315

Các kết quả so sánh trong Bảng 2 và Bảng 3 cho thấy sai số rất nhỏ, qua đó khẳng định độ tin cậy
của mô hình đề xuất và chương trình tính toán, đồng thời làm cơ sở cho các phân tích tiếp theo.

3.2. Phân tích dao động tấm NaPoMag đặt trên nền đàn hồi Winkler-Pasternak

Trong mục này, tần số dao động của các tấm NaPoMag (CoFe2O4/Terfenol-D) đặt trên nền đàn
hồi Winkler-Pasternak như minh họa trong Hình 1 được nghiên cứu và thảo luận chi tiết. Kích thước
tấm theo chiều rộng a = 1 (nm). Các thông số vật liệu của CoFe2O4 được lấy theo [31, 32]: C11 =

C22 = 286 (GPa), C33 = 269,5 (GPa), C13 = C23 = 170,5 (GPa), C12 = 173 (GPa), C55 = 45,3
(GPa), C66 = 56,5 (GPa), q31 = 580,3 (N/Am), q33 = 699,7 (N/Am), q15 = 550 (N/Am), α11 = α22 =

10.10−5 (K−1), β11 = 0, β22 = 1,1.10−4 (wt.% H2O)−1, χ11 = 800.10−6 (Ns2C−2/2), χ33 = 930.10−6

(Ns2C−2/2), ρ = 5300 (kg m−3), λ33 = 3,2.10−4 (H/m2K), η33 = 0. Các thông số vật liệu của Terfenol-
D được cho như sau theo Calkins và Flatau [33, 34]: C11 = C22 = 110 (GPa), C33 = 120 (GPa),
C13 = C23 = 60 (GPa), C12 = 55 (GPa), C55 = 25 (GPa), C66 = 30 (GPa), q31 = 90 (N/Am),
q33 = 100 (N/Am), q15 = 90 (N/Am), α11 = α22 = 12.10−5 (K−1), β11 = 0, β22 = 0,06 (wt.%
H2O)−1, χ11 = 800.10−6 (Ns2C−2/2), χ33 = 900.10−6 (Ns2C−2/2), ρ = 9250 (kg m−3), λ33 = 2,8.10−4

(H/m2K), η33 = 0.
Các công thức tính tần số và tham số độ cứng nền đàn hồi không thứ nguyên:

ω̄ = ω
a2

h

√
ρCoFe2O3

C11CoFe2O3

; Kw = kw
a4

h3C11c
; Ks = ks

a2

h3C11c
(24)

a. Ảnh hưởng của tham số phi cục bộ và các đặc trưng vật liệu tấm NaPoMag

Bảng 4 và Hình 2 trình bày sự biến thiên của tần số dao động riêng cơ bản không thứ nguyên ω̄
của tấm NaPoMag theo tham số phi cục bộ ξ và chỉ số phân bố thể tích p. Các kết quả số chỉ ra rằng
tần số dao động tự do giảm khi tham số phi cục bộ ξ tăng. Hiện tượng này phản ánh tác động của hiệu
ứng phi cục bộ làm suy giảm độ cứng của vật liệu; do đó, khi ξ giảm, độ cứng của tấm NaPoMag tăng
lên và đạt giá trị lớn nhất trong trường hợp ξ = 0. Ngoài ra, khi chỉ số tỷ lệ thể tích p tăng, tần số dao
động riêng của tấm NaPoMag có xu hướng giảm. Nguyên nhân là do tấm nano FGM được cấu tạo từ
hai pha vật liệu CoFe2O4 và Terfenol-D; trong đó, Terfenol-D có mô đun đàn hồi nhỏ hơn. Việc tăng
p làm tăng hàm lượng Terfenol-D trong kết cấu, dẫn đến độ cứng tổng thể của tấm giảm, từ đó làm
giảm tần số dao động riêng.

Ảnh hưởng của kiểu phân bố bọt rỗng và hệ số lỗ rỗng e0 đến tần số ω̄ của tấm NaPoMag được
minh họa trong Hình 3. Khi tấm không đặt trên nền đàn hồi (Hình 3(a)), tần số dao động tăng theo
e0 đối với các kiểu phân bố bọt rỗng PB-X và PB-V, trong khi lại có xu hướng giảm đối với các kiểu
PB-U và PB-A. Sự khác biệt này xuất phát từ đặc điểm phân bố vật liệu theo chiều dày của tấm, dẫn
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đến mức độ suy giảm độ cứng hiệu dụng khác nhau giữa các kiểu phân bố. Đối với mọi giá trị của e0,
tấm có kiểu phân bố bọt rỗng PB-X luôn cho tần số dao động riêng lớn nhất, cho thấy kiểu phân bố
này duy trì được độ cứng kết cấu tốt hơn so với các dạng còn lại.
Bảng 4. Ảnh hưởng của tham số phi cục bộ ξ và chỉ số tỷ lệ thể tích p đến tần số dao động riêng ω̄ của tấm

NaPoMag trên nền đàn hồi (b = a = 100 nm; a/h = 20; e0 = 0,2; Ω = 0; Kw = 10, Kp = 10; ∆T = ∆C = 0)

KPB ξ (nm) p = 0 p = 1 p = 3 p = 5 p = 10

PB-U 0 8,0052 6,0517 5,4733 5,3162 5,1661
PB-U 1 7,9973 6,0457 5,4679 5,3110 5,1610
PB-U 3 7,9350 5,9986 5,4254 5,2696 5,1208
PB-U 5 7,8147 5,9077 5,3431 5,1897 5,0432
PB-U 7 7,6441 5,7787 5,2264 5,0764 4,9331
PB-U 9 7,4330 5,6191 5,0821 4,9362 4,7969

PB-X 0 7,5030 5,8560 5,3484 5,2059 5,0670
PB-X 1 7,4809 5,8388 5,3327 5,1906 5,0521
PB-X 3 7,4445 5,8104 5,3068 5,1654 5,0276
PB-X 5 7,3945 5,7714 5,2711 5,1307 4,9938
PB-X 7 7,3316 5,7223 5,2263 5,0870 4,9513
PB-X 9 7,2569 5,6640 5,1731 5,0352 4,9009

PB-A 0 7,4633 5,7954 5,2858 5,1472 5,0152
PB-A 1 7,4414 5,7783 5,2703 5,1320 5,0004
PB-A 3 7,4052 5,7502 5,2447 5,1071 4,9761
PB-A 5 7,3555 5,7116 5,2094 5,0728 4,9427
PB-A 7 7,2929 5,6630 5,1652 5,0296 4,9007
PB-A 9 7,2186 5,6053 5,1125 4,9784 4,8508

PB-V 0 7,4633 5,8428 5,3389 5,1931 5,0474
PB-V 1 7,4414 5,8256 5,3232 5,1779 5,0326
PB-V 3 7,4052 5,7973 5,2973 5,1527 5,0081
PB-V 5 7,3555 5,7583 5,2617 5,1181 4,9745
PB-V 7 7,2929 5,7094 5,2170 5,0746 4,9322
PB-V 9 7,2186 5,6512 5,1638 5,0229 4,8819

(a) PB-U (b) PB-X
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(c) PB-A (d) PB-V

Hình 2. Ảnh hưởng của tham số ξ và p đến tần số ω̄ của tấm NaPoMag trên nền đàn hồi
(b = a = 100 nm; a/h = 20; e0 = 0,2; Ω = 0; Kw = 10, Kp = 10; ∆T = ∆C = 0)

(a) Kw = Kp = 0 (b) Kw = 10; Kp = 1

Hình 3. Ảnh hưởng của kiểu phân bố bọt rỗng và hệ số lỗ rỗng e0 đến tần số ω̄ của tấm NaPoMag
(b = a = 100 nm; a/h = 20; p = 1; ξ = 1 nm; Ω = 0; ∆T = ∆C = 0)

Khi tấm được đặt trên nền đàn hồi (Hình 3b) với các hệ số nền không thứ nguyên Kw = 10 và
Kp = 1, tần số dao động riêng ω̄ của bốn tấm với kiểu phân bố bọt rỗng PB-U, PB-X, PB-A và PB-V
đều tăng khi hệ số lỗ rỗng e0 tăng. Trong trường hợp này, tấm có kiểu phân bố bọt rỗng PB-U cho tần
số dao động riêng lớn nhất, trong khi tấm PB-A cho giá trị nhỏ nhất. Nguyên nhân là do sự có mặt
của nền đàn hồi làm tăng đáng kể độ cứng tổng thể của hệ kết cấu, qua đó làm suy giảm vai trò chi
phối của phân bố vật liệu theo chiều dày; vì vậy, sự khác biệt về độ cứng giữa các kiểu phân bố bọt
rỗng trở nên kém rõ rệt hơn so với trường hợp không có nền đàn hồi.

a. Ảnh hưởng của các hệ số độ cứng nền đàn hồi Winkler-Pasternak

Hình 4 và Hình 5 minh họa ảnh hưởng của các hệ số nền đàn hồi Winkler–Pasternak, Kw và Kp,
đến tần số ω̄ của tấm NaPoMag. Kết quả cho thấy một xu hướng nhất quán: khi các hệ số nền đàn
hồi tăng, tần số dao động riêng của tấm nano cũng tăng đối với cả bốn kiểu phân bố bọt rỗng PB-U,
PB-X, PB-A và PB-V. Điều này cho thấy nền đàn hồi góp phần làm tăng độ cứng tổng thể của hệ kết
cấu, từ đó làm tăng tần số dao động riêng của tấm. Bên cạnh đó, các kết quả trong Hình 4 và Hình 5
cũng chỉ ra rằng ảnh hưởng của hệ số nền Pasternak Kp đến độ cứng hiệu dụng của kết cấu là rõ rệt
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hơn so với hệ số nền Winkler Kw, do Kp xét đến tương tác trượt cắt trong nền đàn hồi, qua đó làm
tăng độ cứng tổng thể của hệ.

(a) PB-U; Kp = 0 (b) PB-X; Kp = 0

(c) PB-A; Kp = 0 (d) PB-V; Kp = 0

Hình 4. Ảnh hưởng của các hệ số độ cứng nền đàn hồi Kw đến tần số ω̄ của tấm NaPoMag
(b = a = 100 nm; a/h = 20; p = 1; Ω = 0; ∆T = ∆C = 0)

(a) PB-U; Kw = 0 (b) PB-X; Kw = 0

61



Thẩm, V. V. / Tạp chí Khoa học Công nghệ Xây dựng

(c) PB-V; Kw = 0 (d) PB-A; Kw = 0

Hình 5. Ảnh hưởng của các hệ số độ cứng nền đàn hồi Kp đến tần số ω̄ của tấm NaPoMag
(b = a = 100 nm; a/h = 20; p = 1; Ω = 0; ∆T = ∆C = 0)

b. Ảnh hưởng của từ trường áp đặt

(a) PB-U (b) PB-X

(c) PB-A (d) PB-V

Hình 6. Ảnh hưởng của từ trường áp đặt Ω đến tần số ω̄ của tấm NaPoMag trên nền đàn hồi
(b = a = 100 nm; a/h = 20; e0 = 0,2; Kw = 10Kp = 10; ∆T = ∆C = 0)
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Ảnh hưởng của từ trường áp đặt đến tần số dao động riêng ω̄ của tấm NaPoMag được thể hiện
trong Hình 6. Kết quả cho thấy khi tham số từ trường Ω tăng, tần số dao động riêng ω̄ của các tấm
NaPoMag đặt trên nền đàn hồi cũng tăng theo. Điều này cho thấy từ trường ngoài góp phần làm tăng
độ cứng hiệu dụng của tấm NaPoMag, qua đó làm tăng tần số dao động riêng, do hiệu ứng ghép từ-đàn
hồi giữa trường từ và trường cơ học, làm phát sinh các ứng suất từ cảm ứng và làm tăng độ cứng hiệu
dụng của tấm.

d. Ảnh hưởng của các kích thước hình học

Ảnh hưởng của tỷ số hình học b/a (với a cố định và b thay đổi, không xét đến tác động của
từ trường, nhiệt độ và độ ẩm bên ngoài) đến tần số dao động riêng không thứ nguyên ω̄ của tấm
NaPoMag được minh họa trong Hình 7. Kết quả cho thấy khi tỷ số b/a tăng, tần số dao động riêng
của tấm giảm, phản ánh sự suy giảm độ cứng hiệu dụng của kết cấu. Nguyên nhân là do khi b tăng,
chiều dài nhịp uốn của tấm theo phương dao động tăng, làm tăng độ mềm uốn và giảm khả năng
chống biến dạng, từ đó dẫn đến sự suy giảm tần số dao động riêng.

(a) Kw = Kp = 0 (b) Kw = 10; Kp = 1

Hình 7. Ảnh hưởng của tỷ số hình học b/a đến tần số ω̄ của tấm NaPoMag
(a = 100 nm; a/h = 20; e0 = 0,2; p = 5; ξ = 5 nm; ∆T = ∆C = 0)

(a) PB-U (b) PB-X
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(c) PB-A (d) PB-V

Hình 8. Ảnh hưởng của tỷ số hình học a/h đến tần số ω̄ của tấm NaPoMag
(b = a = 100 nm; e0 = 0,2; p = 5; ξ = 5 nm; Kw = 10Kp = 10; ∆T = ∆C = 0)

Tiếp theo, ảnh hưởng của tỷ số a/h đến đặc tính dao động của tấm được phân tích có xét đến tác
động của từ trường. Kết quả trình bày trong Hình 8 cho thấy tần số dao động ω̄ phụ thuộc đáng kể vào
tỷ số a/h khi có từ trường tác dụng. Cụ thể, từ trường dương (Ω > 0) làm tăng tần số dao động, trong
khi từ trường âm (Ω < 0) có xu hướng làm giảm tần số. Có thể nhận thấy rằng sự gia tăng của tỷ số
a/h làm cho sự khác biệt giữa các tần số tương ứng với từ trường dương và âm ngày càng lớn. Điều
này cho thấy sự tương tác giữa hình học và từ trường chi phối đáng kể đặc tính dao động của kết cấu
nano, đặc biệt đối với tấm mỏng.

c. Ảnh hưởng của nhiệt độ, độ ẩm
Hình 9 và Hình 10 lần lượt trình bày ảnh hưởng của sự gia tăng nhiệt độ và độ ẩm môi trường

đến tần số dao động riêng của tấm NaPoMag với bốn kiểu phân bố bọt rỗng (PB-U, PB-X, PB-A và
PB-V). Các kết quả được khảo sát trong hai trường hợp: tấm không đặt trên nền đàn hồi (Hình 9(a),
10(a)) và tấm đặt trên nền đàn hồi (Hình 9(b), 10(b)). Kết quả cho thấy khi nhiệt độ và độ ẩm môi
trường tăng, tần số dao động riêng không thứ nguyên của tấm đều có xu hướng giảm.

(a) Kw = Kp = 0 (b) Kw = 10; Kp = 1

Hình 9. Ảnh hưởng của sự thay đổi nhiệt độ ∆T đến tần số ω̄ của tấm NaPoMag
(b = a = 100 nm; a/h = 20; p = 5; ξ = 5 nm; Ω = 0; ∆C = 0)
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Sự gia tăng nhiệt độ gây giãn nở nhiệt trong vật liệu, nhưng do bị ràng buộc bởi điều kiện biên
nên xuất hiện ứng suất nén nội sinh, làm suy giảm độ cứng hiệu dụng và dẫn đến giảm tần số dao
động riêng. Tương tự, sự gia tăng hàm lượng ẩm gây giãn nở do ẩm, đồng thời làm tăng khối lượng và
giảm mô đun đàn hồi, từ đó làm giảm tần số dao động. Kết quả thu được khẳng định ảnh hưởng đáng
kể của điều kiện nhiệt-ẩm đến tần số dao động riêng của tấm NaPoMag, nhấn mạnh vai trò của các
yếu tố môi trường trong thiết kế và tối ưu hóa kết cấu tấm nano thông minh.

(a) Kw = Kp = 0 (b) Kw = 10; Kp = 1

Hình 10. Ảnh hưởng của sự thay đổi độ ẩm ∆C đến tần số ω̄ của tấm NaPoMag
(b = a = 100 nm; a/h = 20; p = 5; ξ = 5 nm; Ω = 0; ∆T = 0)

4. Kết luận
Bài báo đã phát triển một mô hình giải tích dựa trên lý thuyết tấm SFSDT kết hợp lý thuyết đàn

hồi phi cục bộ (NET) để khảo sát có hệ thống ảnh hưởng của các yếu tố vật lý, hình học và môi trường,
bao gồm tham số phi cục bộ, nền đàn hồi, tính chất vật liệu, kích thước hình học, nhiệt độ, độ ẩm và từ
trường, đến đặc trưng dao động của tấm nano FGM áp từ có lỗ rỗng đặt trên nền Winkler-Pasternak.
Nghiên cứu này mở rộng các mô hình hiện có khi xét đồng thời tác động của nhiệt độ-độ ẩm-từ trường
và phân bố từ trường theo chiều dày trong cùng một khuôn khổ phân tích. Kết quả thu được cho thấy
tần số dao động cơ bản không thứ nguyên của tấm chịu ảnh hưởng đáng kể của các yếu tố nêu trên.
Trên cơ sở đó, các kết luận chính được rút ra như sau:

- Tần số dao động giảm khi tham số phi cục bộ hoặc chỉ số tỷ lệ thể tích tăng, phản ánh sự suy
giảm độ cứng hiệu dụng của vật liệu.

- Kiểu phân bố bọt rỗng và hệ số lỗ rỗng ảnh hưởng rõ rệt đến tần số; nền đàn hồi làm tăng độ
cứng tổng thể và giảm sự khác biệt giữa các kiểu phân bố. Hệ số nền đàn hồi Kp có ảnh hưởng rõ rệt
hơn Kw.

- Từ trường áp đặt làm tăng tần số dao động thông qua hiệu ứng ghép từ-đàn hồi.
- Tần số dao động giảm khi tăng tỷ lệ các kích thước hình học, sự tương tác giữa kích thước hình

học và từ trường chi phối đặc tính dao động, đặc biệt với các tấm mỏng.
- Tăng nhiệt độ và độ ẩm môi trường làm giảm tần số dao động do ứng suất nén nội sinh và giảm

mô đun đàn hồi, nhấn mạnh vai trò quan trọng của các yếu tố môi trường trong thiết kế và tối ưu hóa
tấm nano thông minh.
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Phụ lục A.
k11 = −ς
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ς2 + ϑ2

))
; m12 = m15 = m25 = m35 = m45 = m55 = 0.
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