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Tóm tắt

Bài báo tiến hành phân tích tĩnh tấm chữ nhật FGM có vi bọt rỗng đặt trên nền đàn hồi Winkler-Pasternak chịu
tải trọng cơ học, nhiệt độ và độ ẩm. Bốn loại vật liệu P-FGM được xét đến gồm tấm FGM hoàn hảo, tấm FGM
có vi bọt rỗng phân bố đều, không đều phân bố bậc nhất và không đều phân bố theo hàm logarit. Dựa trên
nguyên lý chuyển vị khả dĩ, hệ phương trình cân bằng được thiết lập trên cơ sở lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất
gồm có năm thành phần chuyển vị, sau đó được giải bằng cách sử dụng dạng nghiệm Navier cho tấm chữ nhật
liên kết khớp trên chu tuyến. Độ tin cậy của lời giải và chương trình tính được kiểm chứng với các kết quả đã
công bố của các tác giả uy tín. Ảnh hưởng của các tham số vật liệu, kích thước, nhiệt độ, độ ẩm, và nền đàn hồi
đến độ võng và các thành phần ứng suất của tấm được khảo sát qua các ví dụ số.

Từ khoá: phân tích tĩnh; tấm FGM; tấm FGM có vi bọt rỗng; biến dạng cắt bậc nhất; lời giải Navier; nền đàn
hồi; tải trọng cơ-nhiệt-ẩm.

STATIC ANALYSIS OF FUNCTIONALLY GRADED PLATES WITH POROSITIES RESTING ON
ELASTIC FOUNDATION UNDER MECHANICAL AND HYGRO-THERMAL LOADING WITHIN THE
FRAMEWORK OF FIRST-ORDER SHEAR DEFORMATION THEORY

Abstract

This paper conducts the static analysis of a rectangular functionally graded plate with porosities, resting on a
Winkler-Pasternak elastic foundation, subjected to mechanical and hygrothermal loading. Perfect and imper-
fect functionally graded materials (FGMs) with three porosity distribution patterns (even, uneven, and loga-
rithmic uneven) are considered. Based on the minimum potential energy principle, the equilibrium equations
are derived within the framework of first-order shear deformation theory, and then solved using the Navier
technique for simply supported rectangular plates. The reliability of the proposed solution and the self-written
MATLAB code is verified against existing, authorized results. The effects of material, geometric, mechanical-
hygrothermal, and elastic foundation parameters on deflection and stress components are investigated through
numerical examples.

Keywords: static analysis; FG plates; FG plates with porosities; first-order shear deformation theory; Navier
solution; elastic foundation; hygro-thermo-mechanical loading.
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1. Mở đầu
Trong những năm gần đây, những tiến bộ vượt bậc của khoa học và công nghệ đã thúc đẩy các

nghiên cứu về khoa học vật liệu trong việc tìm kiếm các loại vật liệu mới với những tính chất khác
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biệt so với các loại vật liệu truyền thống. Vật liệu có cơ tính biến thiên (Functionally Graded Material
- FGM) được coi là một trong những phát kiến bước ngoặt của khoa học vật liệu. Vật liệu FGM ngày
càng được phát triển và ứng dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực do sở hữu nhiều đặc tính ưu việt so với
các vật liệu composite thông thường. Vì thế, phân tích về ứng xử cơ học của kết cấu FGM là một trong
những hướng nghiên cứu được nhiều nhà khoa học quan tâm, chẳng hạn, Chi và Chung [1], Chen [2],
Zenkour [3],. . .

Trong quá trình chế tạo, do nhiệt độ đông kết khác nhau của các pha vật liệu thành phần nên trong
cấu trúc vật liệu FGM thường xuất hiện các vi bọt rỗng. Sự xuất hiện của các vi bọt rỗng này làm ảnh
hưởng đến cơ tính của vật liệu FGM. Đã có nhiều nghiên cứu về ứng xử cơ học của các kết cấu bằng
vật liệu FGM có vi bọt rỗng được công bố. Chẳng hạn như Merdaci [4] sử dụng lý thuyết cắt bậc cao
để phân tích tĩnh tấm FGM có vi bọt rỗng. Bathini và Reddy [5] phân tích ứng xử uốn của tấm FGM
có vi bọt rỗng bằng cách sử dụng lý thuyết bậc cao mới. Trên cơ sở lý thuyết tấm bốn ẩn chuyển vị,
Demirhan và Taskin [6] phân tích ứng xử uốn và dao động riêng của tấm FGM có vi bọt rỗng. Tú và
cs. [7] phân tích tĩnh tấm FGM có vi bọt rỗng trên nền đàn hồi Kerr theo lý thuyết biến dạng cắt bậc
nhất đơn giản. Ảnh hưởng của vi bọt rỗng đến phân tích uốn của các tấm sandwich FGM khác nhau
theo lý thuyết biến dạng cắt bậc cao được nghiên cứu bởi Daikh [8]. Alghanmi [9] sử dụng lý thuyết
biến dạng cắt với bốn ẩn chuyển vị để phân tích tĩnh tấm sandwich FGM với các dạng phân bố lỗ rỗng
khác nhau.

Trong thực tế, kết cấu tấm thường được mô phỏng như là kết cấu đặt trên nền đàn hồi hoặc được
bao quanh bởi môi trường đàn hồi như mặt đường trên nền đất, đường ống thoát nước trong lòng đất,
ống dẫn dầu qua biển,. . . Nhiều mô hình nền khác nhau đã được đề xuất nhưng hai mô hình nền thông
dụng nhất thường được đề cập đến là mô hình nền Winkler, và mô hình nền Pasternak. Xia và cs. [10]
phân tích uốn và dao động riêng tấm nhiều lớp đặt trên nền đàn hồi Winkler dựa trên sự kết hợp
giữa lý thuyết nhiều lớp liên tiếp bậc cao và phương pháp không lưới. Benyoucef [11] phân tích ứng
xử uốn tấm FGM dày trên nền đàn hồi Winkler-Pasternak sử dụng lý thuyết biến dạng cắt hyperbol.
Dao động riêng của tấm FGM có vi bọt rỗng đặt trên nền đàn hồi Winkler-Pasternak được Kumar và
cs. [12] khảo sát theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất. Shahsavari và cs. [13] phân tích dao động tự
do cho các tấm FGM có vi bọt rỗng đặt trên nền đàn hồi Winkler/Pasternak/Kerr theo lý thuyết tấm
dạng hyperbol tựa 3D.

Khi làm việc trong môi trường có nhiệt độ, độ ẩm thì ảnh hưởng của lực nhiệt-ẩm cần được kể
đến. Các nghiên cứu về ảnh hưởng của nhiệt độ và độ ẩm luôn thu hút được sự quan tâm của nhiều nhà
khoa học trên thế giới. Sayyad và Ghugal [14] đã phân tích ảnh hưởng của tải trọng cơ-nhiệt-ẩm phi
tuyến lên ứng xử uốn của tấm chữ nhật FGM tựa trên nền đàn hồi hai tham số sử dụng lý thuyết tấm
với bốn ẩn số chuyển vị. Lý thuyết tấm bậc cao tựa 3D được Mashat [15] sử dụng để phân tích ứng xử
uốn của tấm FGM có vi bọt rỗng đặt trên nền đàn hồi dưới tác dụng của tải trọng cơ-nhiệt-ẩm. Zidi và
cs. [16] phân tích uốn của tấm FGM đặt trên nền đàn hồi, dưới tác dụng của tải trọng cơ-nhiệt-ẩm sử
dụng lý thuyết bốn ẩn số chuyển vị cải tiến. Zenkour [17] phân tích ảnh hưởng của lực cắt ngang và
biến dạng pháp tuyến lên tấm FGM đặt trên nền đàn hồi Winkler-Pasternak dưới tác dụng của tải trọng
cơ-nhiệt-ẩm theo lý thuyết biến dạng cắt có kể đến biến dạng pháp tuyến với năm ẩn số chuyển vị.

Qua nghiên cứu tổng quan ở trên, có thể thấy rằng có rất nhiều nghiên cứu về ứng xử tĩnh và động
của tấm FGM hoàn hảo (không có vi bọt rỗng), cũng như của tấm FGM có vi bọt rỗng. Ảnh hưởng
của nhiệt độ và độ ẩm đến ứng xử cơ học của kết cấu FGM có vi bọt rỗng là không thể bỏ qua, tuy
nhiên, các nghiên cứu về tấm FGM có vi bọt rỗng đặt trên nền đàn hồi dưới tác dụng của tải trọng
cơ-nhiệt-ẩm còn chưa được khai thác đầy đủ. Chính vì vậy, mục tiêu của bài báo này là tiến hành phân
tích ứng xử uốn tĩnh của tấm FGM có vi bọt rỗng đặt trên nền đàn hồi Winkler/Pasternak chịu tác
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dụng của tổ hợp các tải trọng cơ, nhiệt, ẩm. Các phương trình cân bằng được thiết lập theo nguyên lý
chuyển vị khả dĩ, trong khuôn khổ của lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất. Vật liệu FGM với quy luật
biến thiên hàm lũy thừa của các vật liệu thành phần (power law), hoàn hảo (không có vi bọt rỗng) và
không hoàn hảo (3 dạng phân bố vi bọt rỗng) sẽ được khảo sát. Ảnh hưởng của các tham số vật liệu,
kích thước hình học, nhiệt độ, độ ẩm và nền đàn hồi đến độ võng và các thành phần ứng suất của các
loại tấm bằng vật liệu FGM khác nhau sẽ được đánh giá.

2. Cơ sở lý thuyết
2.1. Tấm FGM có vi bọt rỗng (FGMPo)

Xét tấm chữ nhật P-FGMPo, chịu tải trọng phân bố q vuông góc với bề mặt trên, với chiều dày h,
kích thước các cạnh a × b. Tấm đặt trên nền đàn hồi Winkler-Pasternak (xem Hình 1) với hai hệ số
nền lần lượt là: Ku là hệ số độ cứng uốn lớp đàn hồi; Ks là hệ số độ cứng của lớp trượt.

(a) Tấm FGM đặt trên nền đàn hồi Winkler/Pasternak

(b) Bốn dạng vật liệu FGM

Hình 1. Mô hình tấm FGM với bốn dạng phân bố vi bọt rỗng trên nền đàn hồi

Vật liệu P-FGMPo gồm hai vật liệu thành phần: ceramic và kim loại. Tấm đặt trong môi trường
nhiệt-ẩm với trường nhiệt độ là T (x, y, z) và trường độ ẩm là C (x, y, z). Tính chất vật liệu của tấm
P-FGMPo, chẳng hạn như mô đun đàn hồi E, hệ số giãn nở nhiệt α và hệ số ngậm ẩm β được giả thiết
dưới dạng [5]:

- Vật liệu FGM hoàn hảo (không có vi bọt rỗng: FGM):

P(z) = (Pc − Pm)
(

z
h
+

1
2

)p

+ Pm (1)

- Vật liệu FGM có vi bọt rỗng phân bố đều (FGMPo-1):

P(z) = (Pc − Pm)
(

z
h
+

1
2

)p

+ Pm −
e
2

(Pc + Pm) (2)

- Vật liệu FGM có vi bọt rỗng phân bố không đều (FGMPo-2):

P(z) = (Pc − Pm)
(

z
h
+

1
2

)p

+ Pm −
e
2

(Pc + Pm)
(
1 −

2|z|
h

)
(3)
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- Vật liệu FGM có vi bọt rỗng phân bố không đều theo hàm logarit (FGMPo-3):

P(z) = (Pc − Pm)
(

z
h
+

1
2

)p

+ Pm − log
(
1 +

e
2

)
(Pc + Pm)

(
1 −

2|z|
h

)
(4)

trong đó p ≥ 0 là chỉ số tỷ lệ thể tích của các vật liệu thành phần; e là hệ số rỗng.
Để đơn giản, hệ số Poisson ν được giả thiết là hằng số theo chiều dày tấm [18].

2.2. Trường chuyển vị và biến dạng

Trường chuyển vị theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất được giả thiết dưới dạng [19]:

u(x, y, z) = u0(x, y) + zφx(x, y)

v(x, y, z) = v0(x, y) + zφy(x, y)

w(x, y, z) = w0(x, y)

(5)

trong đó u0, v0,w0 là các thành phần chuyển vị của điểm trên mặt trung bình của tấm theo các phương
x, y, và z; φx, φy là góc xoay của pháp tuyến mặt trung bình quanh trục y, x.

Các thành phần biến dạng được xác định theo:


εx

εy

γxy

 =


∂u
∂x
∂v
∂y

∂u
∂y
+
∂v
∂x


=



∂u0

∂x
∂v0

∂y
∂u0

∂y
+
∂v0

∂x


+ z



∂φx

∂x
∂φy

∂y
∂φx

∂y
+
∂φy

∂x


=


ε0

x

ε0
y

γ0
xy

 + z


κx

κy

κxy


{
γxz

γyz

}
=

{
γ0

xz
γ0

yz

}
=


∂w0

∂x
+ φx

∂w0

∂y
+ φy



(6)

trong đó các thành phần biến dạng màng và các thành phần độ cong định nghĩa bởi:

ε0
x =

∂u0

∂x
; ε0

y =
∂v0

∂y
; γ0

xy =
∂u0

∂y
+
∂v0

∂x
; κx =

∂φx

∂x
; κy =

∂φy

∂y
; κxy =

∂φx

∂y
+
∂φy

∂x
(7)

2.3. Trường ứng suất và nội lực

Quan hệ ứng suất - biến dạng có kể đến ảnh hưởng nhiệt-ẩm được viết dưới dạng sau:

σxx

σyy

σxy

σxz

σyz


=


C11 C12 0 0 0
C21 C22 0 0 0
0 0 C66 0 0
0 0 0 C55 0
0 0 0 0 C44





εx − α∆T − β∆C
εy − α∆T − β∆C

γxy

γxz

γyz


= [C]



εx − α∆T − β∆C
εy − α∆T − β∆C

γxy

γxz

γyz


(8)

trong đó

C11 = C22 =
E(z)

1 − ν2 ; C12 = C21 =
νE(z)
1 − ν2 ; C66 = C55 = C44 =

E(z)
2(1 + ν)

(9)
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∆T = T − T0 và ∆C = C − C0 là chêch lệch nhiệt độ và độ ẩm ở thời điểm xem xét so với nhiệt độ
tham chiếu T0 và độ ẩm tham chiếu C0 ban đầu.

Hàm phân bố nhiệt độ T (x, y, z) và độ ẩm C(x, y, z) được giả thiết biến thiên theo quy luật hằng
số, tuyến tính hay phi tuyến biểu diễn dưới dạng [20]:

T (x, y, z) = T1(x, y) +
z
h

T2(x, y) +
1
π

sin
(
πz
h

)
T3(x, y)

C(x, y, z) = C1(x, y) +
z
h

C2(x, y) +
1
π

sin
(
πz
h

)
C3(x, y)

(10)

với Ti(x, y) và Ci(x, y) là hàm phân bố nhiệt độ và độ ẩm trên bề mặt tấm.
Các thành phần nội lực được định nghĩa bởi:

(Nx,Ny,Nxy) =

h/2∫
−h/2

(σxx, σyy, σxy)dz; (Mx,My,Mxy) =

h/2∫
−h/2

(σxx, σyy, σxy)zdz

(Qx,Qy) = k

h/2∫
−h/2

(σxz, σyz)dz

(11)

với k là hệ số hiệu chỉnh cắt.
Thay quan hệ (8) vào biểu thức (11) ta được:

Nx

Ny

Nxy

 =
A11 A12 0
A12 A11 0
0 0 A66



ε0

x
ε0

y
γ0

xy

 +
B11 B12 0
B12 B11 0
0 0 B66



κx

κy

κxy

 −


NT
x

NT
y

0

 −


NC
x

NC
y

0


Mx

My

Mxy

 =
B11 B12 0
B12 B11 0
0 0 B66



ε0

x
ε0

y
γ0

xy

 +
D11 D12 0
D12 D11 0
0 0 D66



κx

κy

κxy

 −


MT
x

MT
y

0

 −


MC
x

MC
y

0

{
Qx

Qy

}
=

[
A55 0
0 A44

] {
γ0

xz
γ0

yz

}
(12)

trong đó

(A11, B11,D11) = (A, B,D) =

h/2∫
−h/2

C11(1, z, z2)dz; (A12, B12,D12) = ν(A, B,D)

(A66, B66,D66) =
1 − ν

2
(A, B,D); A44 = A55 = As = k

h/2∫
−h/2

C55dz =

h/2∫
−h/2

E(z)
2(1 + ν)

dz

NT
x = NT

y =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

α(z)∆Tdz; MT
x = MT

y =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

α(z)∆Tzdz

NC
x = NC

y =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

β(z)∆Cdz; MC
x = MC

y =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

β(z)∆Czdz

(13)
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2.4. Phương trình cân bằng
Các phương trình cân bằng được thiết lập theo nguyên lý chuyển vị khả dĩ, được thể hiện như

sau [20]:

∂Nx

∂x
+
∂Nxy

∂y
= 0;

∂Nxy

∂x
+
∂Ny

∂y
= 0

∂Qx

∂x
+
∂Qy

∂y
+ q − fe = 0;

∂Mx

∂x
+
∂Mxy

∂y
− Qx = 0;

∂Mxy

∂x
+
∂My

∂y
− Qy = 0

(14a)

trong đó fe là phản lực nền Winkler-Pasternak cho bởi:

fe = Kuw − Ks

(
∂2w
∂x2 +

∂2w
∂y2

)
(14b)

Biểu diễn nội lực qua biến dạng, rồi biến dạng qua chuyển vị nhờ sự trợ giúp của (6), và (12)
hệ phương trình (14a) trở thành hệ phương trình cân bằng biểu diễn theo các thành phần chuyển vị
u0, v0,w0, φx, φy:

A
(
∂2u0

∂x2 +
1 − ν

2
∂2u0

∂y2 +
1 + ν

2
∂2v0

∂x∂y

)
+ B

∂2φx

∂x2 +
1 − ν

2
∂2φx

∂y2 +
1 + ν

2
∂2φy

∂x∂y

 = p1

A
(
∂2v0

∂y2 +
1 − ν

2
∂2v0

∂x2 +
1 + ν

2
∂2u0

∂x∂y

)
+ B

∂2φy

∂y2 +
1 − ν

2
∂2φy

∂x2 +
1 + ν

2
∂2φx

∂x∂y

 = p2

As
(
∂2w0

∂x2 +
∂2w0

∂y2 +
∂φx

∂x
+
∂φy

∂y

)
+ q − fe = 0

B
(
∂2u0

∂x2 +
1 − ν

2
∂2u0

∂y2 +
1 + ν

2
∂2v0

∂x∂y

)
+ D

∂2φx

∂x2 +
1 − ν

2
∂2φx

∂y2 +
1 + ν

2
∂2φy

∂x∂y

 − As
(
∂w0

∂x
+ φx

)
= p4

B
(
∂2v0

∂y2 +
1 − ν

2
∂2v0

∂x2 +
1 + ν

2
∂2u0

∂x∂y

)
+ D

∂2φy

∂y2 +
1 − ν

2
∂2φy

∂x2 +
1 + ν

2
∂2φx

∂x∂y

 − As
(
∂w0

∂y
+ φy

)
= p5

(15)

với p1 =
∂NT

x

∂x
+
∂NC

x

∂x
; p2 =

∂NT
y

∂y
+
∂NC

y

∂y
; p4 =

∂MT
x

∂x
+
∂MC

x

∂x
; p5 =

∂MT
y

∂y
+
∂MC

y

∂y
.

3. Lời giải Navier
Trong trường hợp tấm chữ nhật liên kết khớp trên chu tuyến, điều kiện biên thể hiện dưới dạng

sau:
Tại x = 0, a: Nx = v0 = w0 = φy = Mx = 0

Tại y = 0, b: Ny = u0 = w0 = φx = My = 0
(16)

Các thành phần chuyển vị được giả thiết dưới dạng chuỗi lượng giác kép, thỏa mãn điều kiện
biên (16) được giả thiết dưới dạng:

u0 =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

u0mn cos λx sin γy; v0 =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

v0mn sin λx cos γy; w0 =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

w0mn sin λx sin γy

φx =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

φ0xmn cos λx sin γy; φy =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

φ0ymn sin λx cos γy

(17)
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trong đó u0mn, v0mn,w0mn, φ0xmn, φ0ymn là các hệ số cần được xác định và λ =
mπ
a
, γ =

nπ
b

.

Tải trọng cơ học, nhiệt độ và độ ẩm q, Ti, Ci cũng có thể được khai triển theo chuỗi lượng giác kép:

q =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

qmn sin λx sin γy

Ti =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

timn sin λx sin γy

Ci =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

cimn sin λx sin γy

(18)

trong đó Ti,Ci được định nghĩa trong phương trình (10) với i = 1, 2, 3. Với tải trọng phân bố đều:

qmn =
16q0

mnπ2 , timn =
16t0i

mnπ2 , cimn =
16c0i

mnπ2 . Với tải trọng phân bố hình sin: qmn = q0, timn = t0i,
cimn = c0i.

Thế biểu thức (17) và (18) vào (15), ta được nhận được hệ phương trình đại số:
s11 s12 0 s14 s15
s21 s22 0 s24 s25
0 0 s33 s34 s35

s41 s42 s43 s44 s45
s51 s52 s53 s54 s55





u0mn

v0mn

w0mn

φ0xmn

φ0ymn


=



P1
P2
qmn

P4
P5


; ∀m, n (19)

trong đó các hệ số si j và Pi được xác định bởi:

s11 = Aλ2 +
1 − ν

2
Aγ2; s12 =

1 + ν
2

Aλγ

s15 = s51 = s24 = s42 = λγ
1 + ν

2
B

s14 = s41 = B
(
λ2 +

1 − ν
2

γ2
)

s22 = A
(
1 − ν

2
λ2 + γ2

)
; s25 = s52 = B

(
1 − ν

2
λ2 + γ2

)
s33 = As

(
λ2 + γ2

)
; s34 = s43 = Asλ

s35 = s53 = Asγ; s44 = As + D
(
λ2 +

1 − ν
2

γ2
)

s45 = s54 =
1 + ν

2
Dλγ; s55 = As + D

(
1 − ν

2
λ2 + γ2

)

(20)

P1 = λ
[(

AT t1 + BT t2 + B∗T t3
)
+

(
ACc1 + BCc2 + B∗Cc3

)]
P2 = γ

[(
AT t1 + BT t2 + B∗T t3

)
+

(
ACc1 + BCc2 + B∗Cc3

)]
P4 = λ

[(
BT t1 + DT t2 + D∗T t3

)
+

(
BCc1 + DCc2 + D∗Cc3

)]
P5 = γ

[(
BT t1 + DT t2 + D∗T t3

)
+

(
BCc1 + DCc2 + D∗Cc3

)] (21)

với z̄ =
z
h

; ψ̄(z) =
1
π

sin
(
πz
h

)
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AT =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

α(z)dz; BT =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

α(z)z̄dz; DT =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

α(z)z̄2dz

AC =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

β(z)dz; BC =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

β(z)z̄dz; DC =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

β(z)z̄2dz

B∗T =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

α(z)ψ̄(z)dz; D∗T =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

α(z)ψ̄(z)z̄dz

B∗C =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

β(z)ψ̄(z)dz; D∗C =

h/2∫
−h/2

E(z)
1 − ν

β(z)ψ̄(z)z̄dz

(22)

Giải hệ phương trình (19) ta nhận được các hệ số u0mn, v0mn,w0bmn, φ0xmn, φ0ymn, từ đó xác định
được các thành phần chuyển vị, biến dạng, ứng suất và nội lực tương ứng.

4. Kết quả số và thảo luận
Trong phần này, trước tiên các ví dụ kiểm chứng được thực hiện cho tấm FGM hoàn hảo. Tiếp

theo đó, ảnh hưởng của các tham số vật liệu, hình học và nền đàn hồi đến độ võng và các thành phần
ứng suất các vật liệu FGM sẽ được khảo sát thông qua các ví dụ số. Các ví dụ kiểm chứng và các ví

dụ số được khảo sát với tải trọng cơ-nhiệt-ẩm phân bố dạng hàm sin
(
q(x, y) = q0 sin

πx
a

sin
πy
b

)
.

Vật liệu P-FGM với hai vật liệu thành phần ZrO2 và Ti-6Al-4V có các đặc trưng cơ học như
sau [20]:

- Ceramic (ZrO2): Ec = 117 GPa; νc = 0,33; αm = 10,3 × 10−6/°C; βm = 0,33;
- Kim loại (Ti-6Al-4V): Em = 66,2 GPa; νm = 0,33; αc = 7,11 × 10−6/°C; βc = 0.
Trong tất cả các tính toán khảo sát và ví dụ kiểm chứng, giá trị của hệ số hiệu chỉnh cắt được lấy

là 5/6. Nhiệt độ và độ ẩm quy chiếu được sử dụng: T0 = 25 °C (nhiệt độ phòng), C0 = 0%. Sau khi
khảo sát tính hội tụ của nghiệm Navier, số số hạng trong khai triển chuỗi lượng giác kép đối với tải
trọng phân bố đều được lấy với m = n = 20. Các giá trị không thứ nguyên trong các ví dụ kiểm chứng
được tính theo [16]:

w̄ =
100Π
a4q0

w
(
a
2
,

b
2

)
; σ̄xx =

1
100q0

σxx

(
a
2
,

b
2
,

h
2

)
; σ̄xy =

1
10q0

σxy

(
0, 0,−

h
3

)
σ̄xz =

1
10q0

σxz

(
0,

b
2
, 0

)
; K0 =

Kua4

Π
; J0 =

Ksa2

Π
; Π =

Ech3

12(1 − ν2)

(23)

4.1. Ví dụ kiểm chứng
Độ võng và ứng suất không thứ nguyên của tấm chữ nhật FGM hoàn hảo (không có vi bọt rỗng)

đặt trên nền đàn hồi Pasternak chịu tác dụng của tải trọng phân bố dạng hàm sin và trường nhiệt-ẩm
phân bố phi tuyến được trình bày trong Bảng 1. Kết quả của bài báo cũng được so sánh với kết quả
của Zidi [16] sử dụng lý thuyết 4 ẩn số chuyển vị cải tiến và dạng nghiệm Navier.

Ví dụ so sánh thứ hai trình bày trong Bảng 2 là độ võng và các thành phần ứng suất không thứ
nguyên của tấm vuông FGM (hoàn hảo) chịu tải trọng cơ phân bố đều. Kết quả được so sánh với kết
quả của Thai và Choi [21] sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất đơn giản và lời giải Navier cho
tấm chữ nhật liên kết khớp trên chu vi.
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Bảng 1. Ứng suất và độ võng không thứ nguyên của tấm chữ nhật FGM hoàn hảo (b = 3a) đặt trên nền đàn
hồi chịu tải trọng cơ phân bố dạng hàm sin và trường nhiệt-ẩm phân bố phi tuyến (a/h = 10, q0 = 100, t1 = 0,

t2 = t3 = 10, c1 = 0, c2 = c3 = 100)

p K0 J0 Nguồn w̄ σ̄xx σ̄xy

0 0 0 Zidi [16] 2,54076 0,52522 2,20374
Bài báo 2,54108 0,52260 2,20529

100 0 Zidi [16] 1,36682 −0,17643 1,20877
Bài báo 1,36698 −0,17545 1,20806

0 100 Zidi [16] 0,26518 −0,83500 0,27507
Bài báo 0,26520 −0,83051 0,27226

100 100 Zidi [16] 0,24336 −0,84804 0,25658
Bài báo 0,24338 −0,84348 0,25373

1 100 100 Zidi [16] 0,26330 −0,86205 0,23762
Bài báo 0,26334 −0,85552 0,23483

2 100 100 Zidi [16] 0,26396 −0,84138 0,20133
Bài báo 0,26413 −0,83506 0,19728

5 100 100 Zidi [16] 0,26601 −0,81745 0,18459
Bài báo 0,26634 −0,81150 0,17896

Bảng 2. Độ võng và các thành phần ứng suất không thứ nguyên của tấm vuông FGM hoàn hảo chịu tải trọng
cơ phân bố đều (a/h = 10)

p Nguồn w̄ σ̄xx

(
h
2

)
σ̄xy

(
−

h
3

)
σ̄xz(0)

0 Thai và Choi [21] 0,4666 2,8732 1,2990 0,4004
Bài báo 0,4666 2,8732 1,2992 0,4027

1 Thai và Choi [21] 0,9288 4,4407 1,1218 0,4004
Bài báo 0,9288 4,4407 1,1220 0,4027

2 Thai và Choi [21] 1,1909 5,1853 0,9998 0,3407
Bài báo 1,1909 5,1852 1,0000 0,3427

5 Thai và Choi [21] 1,4205 6,0857 1,0591 0,2622
Bài báo 1,4205 6,0856 1,0593 0,2638

Qua các hai ví dụ kiểm chứng trình bày ở trên, có thể thấy rằng kết quả của bài báo có sai lệch ít
so với các kết quả đã công bố của Zidi [16], Thai và Choi [21]. Vì vậy có thể kết luận rằng, nghiệm
giải tích thiết lập cũng như code chương trình tính bằng Matlab cho phân tích tĩnh tấm FGM chịu tác
dụng đồng thời của tải trọng cơ học, nhiệt độ và độ ẩm trong bài báo có độ tin cậy.

4.2. Ví dụ khảo sát

a. Khảo sát ảnh hưởng của tải trọng cơ, nhiệt và ẩm, dạng phân bố vi bọt rỗng, và hệ số rỗng e đến
độ võng

Xét các tấm chữ nhật FGM hoàn hảo (FGM), và không hoàn hảo (FGMPo-1, FGMPo-2, FGMPo-
3) với b/a = 1, a/h = 10, p = 5 không đặt trên nền đàn hồi (K0 = 0, J0 = 0). Độ võng lớn nhất không
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(a) Cơ (b) Cơ-Nhiệt

(c) Cơ-Ẩm (d) Cơ-Nhiệt-Ẩm

Hình 2. Độ võng không thứ nguyên lớn nhất w̄max của các loại tấm FGM chịu tải trọng cơ, cơ-nhiệt, cơ-ẩm,
cơ-nhiệt-ẩm biến thiên theo hệ số rỗng e (trường nhiệt độ và độ ẩm là hằng số theo chiều dày)

thứ nguyên biến thiên theo hệ số rỗng e với các dạng phân bố lỗ rỗng khác nhau chịu tác dụng của các
tổ hợp tải trọng khác nhau trong môi trường nhiệt độ và độ ẩm là không đổi (t2 = t3 = c2 = c3 = 0)
và thay đổi phi tuyến (t2, t3, c2, c3 , 0) theo chiều dày tấm được thể hiện trong Hình 2 và 3. Quan sát
đồ thị trên Hình 2 và Hình 3 ta thấy:

- Nhiệt độ và độ ẩm có ảnh hưởng rõ rệt đến độ cứng của tấm, làm cho độ võng của tấm thay đổi
đáng kể.

- Đối với cả bốn loại tấm, khi chỉ chịu tác dụng của tải cơ, hoặc tải cơ-ẩm, hệ số rỗng tăng làm độ
cứng của tấm giảm, kết quả là độ võng của tấm tăng. Tuy nhiên với tải cơ-nhiệt, khi hệ số rỗng e tăng
thì độ võng của tấm tăng hay giảm phụ thuộc vào quy luật biến thiên của trường nhiệt độ. Với trường
nhiệt độ hằng số, hệ số rỗng e tăng làm cho độ cứng của tấm giảm dẫn đến độ võng tăng; tuy nhiên
với trường nhiệt độ phi tuyến, hệ số rỗng e tăng làm cho độ cứng của tấm tăng dẫn đến độ võng giảm.
Ứng xử phức tạp này cũng đã được một số tác giả ghi nhận [22], sự gia tăng hệ số độ rỗng không đơn
thuần làm giảm độ cứng cơ học như trong các trường hợp tải cơ đơn thuần, mà còn ảnh hưởng đến
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khả năng dẫn nhiệt của vật liệu. Sự có mặt các lỗ rỗng làm giảm khả năng dẫn nhiệt của vật liệu, giúp
phân bố nhiệt độ đồng đều hơn và làm giảm ứng suất nhiệt. Ngoài ra có thể thấy rằng ảnh hưởng của
nhiệt độ lấn át ảnh hưởng của độ ẩm, do vậy dưới tác dụng đồng thời của tải cơ-nhiệt-ẩm, trong một
số trường hợp, độ võng giảm khi hệ số độ rỗng tăng lên.

Cũng cần nhấn mạnh rằng tấm FGM với vi bọt rỗng phân bố đều (FGMPo-1) có ảnh hưởng đến
sự thay đổi độ cứng của tấm nhiều hơn cả, trong khi hai quy luật phân bố vi bọt rỗng còn lại là gần
như nhau. Hệ số rỗng càng lớn, ảnh hưởng của quy luật phân bố vi bọt rỗng càng đáng kể.

(a) Cơ (b) Cơ-Nhiệt

(c) Cơ-Ẩm (d) Cơ-Nhiệt-Ẩm

Hình 3. Độ võng không thứ nguyên lớn nhất w̄max của các loại tấm FGM chịu tải trọng cơ, cơ-nhiệt, cơ-ẩm,
cơ-nhiệt-ẩm biến thiên theo hệ số rỗng e (trường nhiệt độ và độ ẩm là phi tuyến theo chiều dày)

Hình 4 biểu diễn sự biến thiên của độ võng không thứ nguyên lớn nhất w̄max của tấm FGMPo-1
theo hệ số rỗng dưới tác dụng của các tổ hợp tải trọng khác nhau. Rõ ràng là sự có mặt của nhiệt độ
và độ ẩm đều làm cho độ võng của tấm tăng lên với tất cả các giá trị của e. Độ võng do độ ẩm gây ra
luôn bé hơn do nhiệt độ gây ra. Tuy nhiên khi chịu tác dụng của các tổ hợp tải trọng, ảnh hưởng của
hệ số rỗng là khác biệt với từng loại.
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Hình 4. Độ võng không thứ nguyên lớn nhất w̄max của tấm FGMPo-1 chịu tải trọng cơ; cơ-nhiệt; cơ-ẩm; cơ-
nhiệt-ẩm biến thiên theo hệ số rỗng e (trường nhiệt độ và độ ẩm là phi tuyến theo chiều dày)

b. Khảo sát ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích p của vật liệu FGM, tỷ số kích thước tấm a/h, và b/a
đến độ võng

Xét tấm chữ nhật FGMPo-1 (vi bọt rỗng phân bố đều, e = 0,1), p = (0, 1, 2, 5,∞) không đặt
trên nền đàn hồi chịu tác dụng của tải trọng cơ-nhiệt-ẩm (q0 = 100, t1 = 0, t2 = t3 = 10, c1 = 0,
c2 = c3 = 100). Với b/a = 1, sự biến thiên của độ võng lớn nhất không thứ nguyên theo tỷ số a/h, với
các giá trị chỉ số tỷ lệ thể tích p khác nhau của tấm FGMPo-1 (e = 0,1) được biểu diễn bằng các đồ
thị trên Hình 5(a). Với a/h = 10, sự biến thiên của độ võng lớn nhất không thứ nguyên theo tỷ số b/a,
với các giá trị chỉ số tỷ lệ thể tích p khác nhau của tấm FGMPo-1 (e = 0,1) được biểu diễn bằng các
đồ thị trên Hình 5(b).

(a) Tỷ số a/h (b) Tỷ số b/a

Hình 5. Độ võng không thứ nguyên w̄ của tấm FGMPo-1 (e = 0,1) chịu tác dụng đồng thời của tải trọng cơ-
nhiệt-ẩm biến thiên theo: (a) tỷ số a/h; (b) tỷ số b/a (trường nhiệt độ và độ ẩm là phi tuyến theo chiều dày)
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Quan sát đồ thị ta thấy rằng chỉ số tỷ lệ thể tích p tăng, tỷ phần thể tích của thành phần kim loại
tăng dần làm độ cứng của tấm giảm dần, dẫn đến độ võng của tấm tăng. Ngoài ra, theo khi tấm càng
mỏng (tỷ số a/h tăng), độ võng lớn nhất không thứ nguyên của tấm FGMPo-1 càng giảm. Trong khi
đó, độ võng không thứ nguyên của tấm lại tăng dần theo chiều tăng của tỷ số b/a, khi tấm chuyển dần
từ làm việc hai chiều sang một chiều.

c. Khảo sát ảnh hưởng của nền đàn hồi đến độ võng

Xét tấm chữ nhật FGMPo-1 (vi bọt rỗng phân bố đều, e = 0,1) với b/a = 1, p = (0, 1, 2, 5,∞)
đặt trên nền đàn hồi chịu tác dụng của tải trọng cơ-nhiệt-ẩm (q0 = 100, t1 = 0, t2 = t3 = 10, c1 = 0,
c2 = c3 = 100). Sự biến thiên của độ võng lớn nhất không thứ nguyên theo chỉ số tỷ lệ thể tích p,
với các hệ số nền đàn hồi khác nhau: Không nền (K0 = J0 = 0), nền Winkler (K0 = 100, J0 = 0),
nền Pasternak (K0 = 100, J0 = 10) của tấm FGMPo-1 (e = 0,1) được biểu diễn bằng các đồ thị trên
Hình 6.

Hình 6. Độ võng không thứ nguyên w̄ của tấm FGMPo-1 biến thiên theo chỉ số tỷ lệ thể tích p
(trường nhiệt độ và độ ẩm là phi tuyến theo chiều dày)

Từ các kết quả nhận được ta có thể thấy rằng khi có sự có mặt của nền đàn hồi thì độ võng của
tấm sẽ giảm đáng kể. Theo chiều tăng chỉ số tỷ lệ thể tích thì độ võng của tấm FGMPo-1 không đặt
trên nền đàn hồi hay đặt trên nền Winkler hoặc nền Pasternak đều tăng dần. Sự kết hợp của hai hệ số
nền (K0 và J0) trong mô hình nền đàn hồi Winkler-Pasternak góp phần gia tăng độ cứng tổng thể của
hệ kết cấu, dẫn đến độ võng nhỏ hơn so với khi chỉ xét nền Winkler thuần túy (J0 = 0).

4.3. Ảnh hưởng của các tham số vật liệu, kích thước hình học và tải trọng cơ-nhiệt-ẩm đến các thành
phần ứng suất

a. Khảo sát ảnh hưởng của hệ số rỗng e đến các thành phần ứng suất

Các thành phần ứng suất pháp không thứ nguyên σ̄xx, σ̄xy và σ̄xz của tấm FGMPo-1 (a/h = 10,
b/a = 1, p = 5, K0 = J0 = 0) chịu tác dụng của tải trọng cơ-nhiệt-ẩm (q0 = 100, t2 = t3 = 10,
c2 = c3 = 100), với các các giá trị hệ số rỗng khác nhau biến thiên theo tọa độ chiều dày được thể
hiện bởi đồ thị trên Hình 7.
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(a) (b)

Hình 7. Các thành phần ứng suất không thứ nguyên σ̄xx, σ̄xz của tấm FGMPo-1 chịu tải trọng cơ-nhiệt-ẩm
(trường nhiệt độ và độ ẩm là phi tuyến theo chiều dày)

Ta thấy rằng ứng suất pháp σ̄xx, và ứng suất cắt ngang σ̄xz của tấm FGMPo-1 khi chịu tải trọng
cơ-nhiệt-ẩm đều phân bố phi tuyến theo tọa độ chiều dày tấm. Khi hệ số rỗng e tăng dần thì ứng suất
pháp σ̄xx tại mặt dưới của tấm tăng dần, tại mặt trên của tấm giảm dần còn với thành phần ứng suất
cắt ngang σ̄xz thì giảm dần ở mặt trên và tăng dần ở mặt dưới.

b. Khảo sát ảnh hưởng của tải trọng cơ-nhiệt-ẩm đến các thành phần ứng suất

Biểu đồ ứng suất pháp σ̄xx của tấm vuông FGMPo-1 (b/a = 1, a/h = 10, p = 5, K0 = 0, J0 = 0)
chịu tác dụng lần lượt của tải trọng cơ, cơ-nhiệt, cơ-ẩm, cơ-nhiệt-ẩm (q0 = 100, t1 = 0, t2 = t3 = 10,
c1 = 0, c2 = c3 = 100) được thể hiện trên Hình 8.

Quan sát đồ thị trên Hình 8, một lần nữa có thể quan sát thấy ảnh hưởng của độ ẩm đến thành
phần suất pháp σ̄xx là ít hơn nhiều so với ảnh hưởng của nhiệt độ với sự thay đổi của hệ số rỗng.

(a) Cơ (b) Cơ-Nhiệt
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(c) Cơ-Ẩm (d) Cơ-Nhiệt-Ẩm

Hình 8. Ứng suất pháp không thứ nguyên σ̄xx của tấm FGMPo-1 chịu tải trọng (a) cơ; (b) cơ-nhiệt; (c) cơ-ẩm;
(d) cơ-nhiệt-ẩm với các hệ số rỗng e khác nhau (trường nhiệt độ và độ ẩm là phi tuyến theo chiều dày)

5. Kết luận
Bài báo đã sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất để phân tích tĩnh tấm FGM có vi bọt rỗng đặt

trên nền đàn hồi dưới tác dụng của tải trọng cơ-nhiệt-ẩm. Ba dạng phân bố vi bọt rỗng, trường nhiệt
độ và độ ẩm là hằng số, hay biến thiên tuyến tính và phi tuyến theo chiều dày được được xem xét. Sau
khi kiểm chứng độ tin cậy của lời giải và code Matlab tự viết, ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích vật
liệu FGM, dạng phân bố và hệ số rỗng, nhiệt độ, độ ẩm và các mô hình nền đến ứng xử tĩnh của tấm
FGM có vi bọt rỗng được khảo sát qua các ví dụ số. Một số kết quả đáng chú ý có thể tóm tắt như sau:

- Sự có mặt của vi bọt rỗng làm giảm đáng kể độ cứng của tấm, làm cho độ võng và các thành
phần ứng suất tăng lên. Tấm có vi bọt rỗng phân bố đều là mềm hơn so với tấm có vi bọt rỗng phân
bố không đều. Chỉ số tỷ lệ thể tích của các thành phần vật liệu FGM tăng làm cho độ cứng của tấm
giảm.

- Sự có mặt của nhiệt độ và độ ẩm ảnh hưởng đáng kể độ võng và các thành phần ứng suất. Ảnh
hưởng của nhiệt độ mạnh hơn ảnh hưởng của độ ẩm. Hệ số rỗng tăng thì độ võng của tấm có thể tăng
hay giảm tùy thuộc vào dạng biến thiên của trường nhiệt độ, độ ẩm, về tương quan độ lớn giữa ba
dạng tải trọng cơ-nhiệt ẩm.

- Sự có mặt của nền đàn hồi làm gia tăng độ cứng của tấm. Sự kết hợp của hai hệ số nền trong mô
hình nền đàn hồi Winkler-Pasternak góp phần gia tăng độ cứng tổng thể của hệ kết cấu, dẫn đến độ
võng nhỏ hơn so với khi chỉ xét nền Winkler thuần túy
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