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Tóm tắt

Bài báo phân tích đặc trưng dao động tự do của dầm cong làm từ vật liệu có cơ tính biến đổi đối xứng theo

hai phương: phương chiều dài và chiều cao của dầm. Mô hình phân tích được xây dựng dựa trên lý thuyết dầm

Timoshenko kết hợp với phương pháp Ritz, cho phép tính toán tần số dao động tự do của dầm với nhiều điều

kiện biên khác nhau. Kết quả so sánh với các nghiên cứu trước đây minh chứng cho độ tin cậy và tính chính

xác của mô hình. Đồng thời, các kết quả số được thực hiện để đánh giá ảnh hưởng của các tham số hình học,

tham số vật liệu và điều kiện biên đến tần số dao động, góp phần cung cấp dữ liệu quan trọng cho việc thiết kế

và ứng dụng các loại dầm cong này trong thực tiễn.

Từ khoá: dao động; dầm cong; FGM; phương pháp Ritz; điều kiện biên; tần số.

FREE VIBRATION ANALYSIS OF TWO DIRECTIONAL SYMMETRICAL FUNCTIONALLY GRADED

CURVED BEAMS

Abstract

The paper analyzes the free vibration characteristics of curved beams made of functionally graded materials

with symmetrical properties in two directions: axial and thickness. The analytical model is developed based on

Timoshenko beam theory combined with the Ritz method, allowing the calculation of free vibration frequencies

for beams under various boundary conditions. Comparisons with previous studies confirm the reliability and

accuracy of the proposed model. Furthermore, numerical analyses are performed to assess the effects of geo-

metric parameters, material properties, and boundary conditions on vibration frequencies, providing valuable

insights for the design and practical application of such curved beams.

Keywords: vibration; curved beam; FGM; Ritz method; boundary conditions; frequencies.
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1. Giới thiệu

Dầm cong là một loại kết cấu cơ bản được sử dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực khác nhau chẳng

hạn như trong các công trình xây dựng, công nghiệp cơ khí hay các kết cấu dân sự và quân sự. Việc

sử dụng dầm cong mang lại nhiều lợi ích, bao gồm tăng hiệu quả sử dụng vật liệu, tối ưu hóa không

gian và tạo ra những thiết kế sáng tạo. Tuy nhiên, dầm cong cũng đặt ra nhiều thách thức như khó

khăn trong tính toán. Do đó, phân tích ứng xử cơ học nói chung và dao động tự do nói riêng của dầm

cong luôn là một chủ đề thu hút sự quan tâm từ các nhà nghiên cứu với các phương pháp tiếp cận

khác nhau. Karaagac và cs. [1] đã nghiên cứu dao động tự do của dầm cong và xác định tần số dao

động tự do bằng cách sử dụng cả phương pháp phần tử hữu hạn (FEM) và phương pháp năng lượng.

Chen [2] đã phân tích dao động tự do trong mặt phẳng của dầm cong, thông qua việc chuyển đổi mô

hình vi phân tương đương (DQ) thành mô hình cầu phương (EDQ). Toygar và cs. [3] đã tiến hành

nghiên cứu dao động tự do và phân bố ứng suất của dầm sandwich cong làm từ sợi thủy tinh và nhựa
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vinylester bằng cách kết hợp phương pháp số và thực nghiệm. Nhóm của Lee [4] đã nghiên cứu dao

động tự do của dầm có độ cong thay đổi, được đặt trên nền Pasternak. Các tác giả sử dụng lý thuyết

dầm Timoshenko cùng với các phương pháp Runge–Kutta và Regula–Falsi để xác định tần số và dạng

dao động với các điều kiện biên khác nhau. Viola và cs. [5] cũng áp dụng phương pháp vi phân cầu

phương để giải các phương trình để xác định các tần số dao động tự do của dầm cong. Nhóm nghiên

cứu của Tarnopolskaya [6] đã nghiên cứu hiện tượng chuyển đổi dạng dao động trong các dầm cong

với độ cong và tiết diện thay đổi dọc theo chiều dài, sử dụng phương pháp nhiễu loạn để thiết lập

các phương trình dao động. Torabi và cs. [7] đã nghiên cứu dao động tự do của dầm Timoshenko với

nhiều vết nứt bằng phương pháp DQEM và kiểm chứng độ chính xác của phương pháp này qua so

sánh với các nghiên cứu trước. Huynh và cs. [8] sử dụng phương pháp đẳng hình học để nghiên cứu

uốn, ổn định và dao động tự do của các dầm có độ cong thay đổi. Các tác giả đã làm rõ ảnh hưởng

của phân bố vật liệu, tỷ lệ kích thước, và độ mảnh đến ứng xử của dầm dưới các điều kiện biên khác

nhau. Mochida và cs. [9] sử dụng phương pháp Rayleigh–Ritz để nghiên cứu dao động tự do của các

dầm cong chịu tải dọc trục, bao gồm các trường hợp tựa đơn giản và ngàm. Dey và Talukdar [10] đã

phát triển một mô hình phần tử hữu hạn tổng quát nhằm tính toán các đặc trưng dao động của dầm

cong thành mỏng, có xét đến ảnh hưởng của tải xoắn.

Tìm kiếm và sử dụng các loại vật liệu mới để thay thế vật liệu truyền thống trong các ứng dụng

thực tế là xu hướng chung trong nhiều lĩnh vực công nghiệp và khoa học. Gần đây, vật liệu có cơ tính

biến đổi (Functionally Graded Material - FGM), với các ưu điểm vượt trội như khả năng chịu lực tốt,

kháng nhiệt cao, chống mài mòn, và đặc biệt là tránh được sự bong tách - một nhược điểm thường

gặp của vật liệu composite truyền thống, đã được ứng dụng rộng rãi trong các lĩnh vực như công nghệ

vũ trụ, hàng không, đóng tàu, và xây dựng. Nhờ các đặc tính nổi bật, nhiều nghiên cứu đã tập trung

vào các khía cạnh như động tự do [11–13], đáp ứng động [14, 15], uốn [16, 17], và ổn định [18, 19]

của các kết cấu làm từ FGM. Tuy nhiên, hầu hết các nghiên cứu này chủ yếu tập trung vào FGM có

tính chất biến đổi theo một chiều (1D-FGM), trong khi FGM biến đổi theo hai phương (2D-FGM)

lại thực sự cần thiết trong nhiều ứng dụng thực tế. Một số nghiên cứu gần đây đã bắt đầu phân tích

đặc tính của 2D-FGM nhưng vẫn còn hạn chế. Karamanli [20] đã phân tích uốn tích dầm 2D-FGM có

cơ tính tuân theo qui luật hàm lũy thừa. Pydah và Sabale [21] nghiên cứu ứng xử tĩnh của dầm cong

2D-FGM. Huang và Ouyang [22] đưa ra lời giải cho bài toán uốn dầm 2D-FGM, xét cả cơ tính tuân

theo hàm mũ và hàm lũy thừa, chịu nhiều loại tải trọng và điều kiện biên khác nhau. Sử dụng phương

pháp không gian trạng thái, Deng và Cheng [23] đã nghiên cứu dao động tự do của dầm 2D-FGM

theo lý thuyết dầm Timoshenko. Nguyen và cs. [24] giới thiệu mô hình phần tử hữu hạn bậc cao để

phân tích phi tuyến uốn tĩnh cho tấm 2D-FGM. Nhóm nghiên cứu của Alaa [25] nghiên cứu đáp ứng

chuyển vị của dầm 2D-FGM chịu tác động của tải trọng di động.

Từ nghiên cứu tổng quan nói trên, có thể nhận thấy rằng dao động tự do của dầm cong làm bằng

vật liệu có cơ tính biến đổi đối xứng hai phương là chưa được nghiên cứu đầy đủ. Do đó, bài báo

này đề xuất một mô hình phân tích dao động tự do của loại dầm cong này, sử dụng lý thuyết dầm

Timoshenko kết hợp với phương pháp Ritz để tính toán cho dầm có nhiều điều kiện biên khác nhau.

Tính chính xác và độ tin cậy của mô hình được khẳng định qua việc đối chiếu với các kết quả đã công

bố. Cuối cùng, ảnh hưởng của các yếu tố như đặc tính vật liệu, thông số hình học và điều kiện biên

đến tần số dao động của dầm cong 2DS-FGM được khảo sát và thảo luận chi tiết, cung cấp dữ liệu,

làm cơ sở cho việc thiết kế các ứng dụng liên quan.
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2. Mô hình dầm cong 2DS-FGM

2.1. Kích thước hình học

Hình 1. Dầm cong 2DS-FGM

Xét dầm cong có cơ tính biến đổi đối xứng

hai phương như trong Hình 1 (sau đây gọi tắt là

dầm cong 2DS-FGM). Dầm có chiều dài L, mặt
cắt ngang chữ nhật b × h, bán kính cong R và góc

mở φ. Hệ trục tọa độ Oxz được gắn vào dầm như

hình vẽ, trong đó trục x là trục cong nằm trên mặt

trung bình của dầm.

2.2. Mô hình vật liệu

Vật liệu làm dầm được giả thiết có cơ tính biến

đổi đối xứng theo cả phương chiều dài và chiều cao

của dầm theo quy luật hàm lũy thừa sau [26]:

P (x, z) = (P1 − P2)
(∣∣∣∣∣ zh

∣∣∣∣∣ + 0.5
)nz(∣∣∣∣∣ x

L

∣∣∣∣∣ + 0.5
)nx

+ P2 (1)

trong đó P (x, z) là tính chất của vật liệu chẳng hạn như module đàn hồi E(x, z), khối lượng riêng

ρ(x, z); P1, P2 là tính chất tương ứng của vật liệu 1 và 2.

Hình 2. Biến đổi module đàn hồi theo phương chiều dài và chiều dày của dầm

Hình 2 minh họa sự biến đổi của module đàn hồi khi hai vật liệu thành phần làm dầm là gốm

(Al2O3) và nhôm (Al), tính chất vật liệu của hai loại vật liệu này được trình bày trong Bảng 1.

Bảng 1. Tính chất các vật liệu thành phần

Vật liệu Module đàn hồi E (GPa) Hệ số Poisson ν Khối lượng riêng ρ (kg/m3)

Al2O3 380 0,3 3960

Al 70 0,3 2700

3. Hệ phương trình chuyển động dầm cong 2DS-FGM

3.1. Mô hình dầm cong 2DS-FGM

Theo lý thuyết dầm Timoshenko, chuyển vị của một điểm bất kỳ trong dầm được xác định theo

công thức sau:

u (x, z, t) = u0 (x, t) + zθ (x, t)

w (x, z, t) = w0 (x, t)
(2)
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Các thành phần biến dạng khi xét đến độ cong của dầm được xác định như sau:

ε =
1

(1 + z/R)
(ε0 + zκ) ; γ =

∂w0

∂x
+ θ −

u0

R
(3)

Trong công thức (2) và (3): u0 vàw0 là các thành phần chuyển vị thẳng theo phương x và phương z,

θ là góc xoay của mặt cắt ngang dầm, ε là biến dạng dài, γ là biến dạng góc, và ε0 =
∂u0

∂x
+

w0

R
, κ =

∂θ

∂x
.

Các thành phần ứng suất trong dầm được xác định theo định luật Hooke:{
σ

τ

}
=

[
Q 0
0 ksG

] {
ε

γ

}
(4)

trong đó Q = E (x, z), G =
E (x, z)

2 (1 + ν)
, ks là hệ số hiệu chỉnh.

Thế năng biến dạng đàn hồi của dầm được xác định như sau:

U =
∫
V

(σε + τγ) dV (5)

Thay các thành phần ứng suất, biến dạng từ phương trình (4) và (3) vào (5) và thực hiện các biến

đổi toán học, thu được:

U =

L/2∫
−L/2

(Nε0 + Mκ + Qγ) dA (6)

trong đó N, M và Q lần lượt là các thành phần lực dọc, mô men, lực cắt và được xác định như sau:

N =

h/2∫
−h/2

b(
1 + z

R

)σdz; M =

h/2∫
−h/2

b(
1 + z

R

)σzdz; Q =

h/2∫
−h/2

bτdz (7)

Thay (3) vào (4) rồi thay kết quả thu được vào (7) sau đó thực hiện tích phân, nhận được phương

trình quan hệ giữa nội lực và biến dạng như sau:N
M
Q

 =
A11 B11 0
B11 D11 0
0 0 A55


ε0
κ

γ

 (8)

trong đó A11, B11,D11 và A55 là các hệ số độ cứng vật liệu và được xác định như sau:

A11 = b

h/2∫
−h/2

1
(1 + z/R)

Qdz; B11 = b

h/2∫
−h/2

1
(1 + z/R)

Qzdz

D11 = b

h/2∫
−h/2

1
(1 + z/R)

Qz2dz; A55 = ksb

h/2∫
−h/2

Gdz

(9)
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Động năng của dầm được xác định theo công thức sau:

T =
∫
V

(
u̇2 + ẇ2

)
ρ
(
1 +

z
R

)
dV (10)

Thay (2) vào (10) nhận được:

T =

L/2∫
−L/2

[
I0

(
u̇2

0 + ẇ2
0

)
+ 2I1u̇0θ̇ + I2θ̇

2
]

dx (11)

trong đó (I0, I1, I2) =

2/2∫
−h/2

(
1, z, z2

)
ρ
(
1 +

z
R

)
bdz là các mô men quán tính.

Tổng năng lượng của dầm khi dao động tự do không cản được xác định như sau:

Π = U − T (12)

3.2. Lời giải theo phương pháp Ritz

Các thành phần chuyển vị được chọn theo các chuỗi như sau:

u0 (x, t) =
N∑

m=1

ŪmFu
meiωt; w0 (x, t) =

N∑
m=1

W̄mFw
meiωt; θ (x, t) =

N∑
m=1

Φ̄mFθmeiωt (13)

trong đó Fu
m, F

w
m, F

θ
m là các hàm thử và được lựa chọn sao cho thỏa mãn điều kiện biên như trình bày

trong Bảng 2, N là số số hạng của chuỗi.

Bảng 2. Hàm thử theo điều kiện biên

Điều kiện biên SS CC CS

Điều kiện biên

chuyển vị

u0 = w0 = 0, θ , 0
tại x = 0 và x = L

u0 = w0 = w0,x = θ = 0
tại x = 0 và x = L

u0 = w0 = w0,x = θ = 0
tại x = 0 và u0 = w0 = 0,

θ , 0 tại x = L

Fu
m

( x
L
+ 0,5

)m ( x
L
+ 0,5

)m (
0,5 −

x
L

) ( x
L
+ 0,5

)m

Fw
m

( x
L
+ 0,5

)m (
0,5 −

x
L

) ( x
L
+ 0,5

)m+1(
0,5 −

x
L

)2 ( x
L
+ 0,5

)m+1 (
0,5 −

x
L

)
Fθm

( x
L
+ 0,5

)m−1 ( x
L
+ 0,5

)m (
0,5 −

x
L

) ( x
L
+ 0,5

)m

Thay các thành phần chuyển vị từ (13) vào (2) rồi thực hiện đạo hàm theo (3), sau đó thay kết quả

vào (6) và (11), cuối cùng thay kết quả vào (12) ta được tổng năng lượng Π của dầm. Thực hiện cực

tiểu hóa hàm tổng năng lượng Π thu được hệ phương trình chuyển động của dầm có dạng sau:
Kuu Kuw Kuθ

Kwu Kww Kwθ

Kθu Kθw Kθθ

 − ω2

Muu Muw Muθ

Mwu Mww Mwθ

Mθu Mθw Mθθ





Ūm

W̄m

Φ̄m

 =


0
0
0

 (14)
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trong đó các phần tử của ma trận độ cứng [K] và ma trận khối lượng [M] được xác định như sau:

Kuu =

L/2∫
−L/2

2

A11
∂Fu

∂x

(
∂Fu

∂x

)T

+
A55

R2 Fu(Fu)T

 dx,

Kuw =

L/2∫
−L/2

2
R

A11
∂Fu

∂x
(
Fw)T

− A55Fu
(
∂Fw

∂x

)T  dx

Kuθ =

L/2∫
−L/2

2

B11
∂Fu

∂x

(
∂Fθ

∂x

)T

−
A55

R
Fu

(
∂Fθ

∂x

)T  dx

Kww =

L/2∫
−L/2

2

A11

R2 Fw(
Fw)T

+ A55
∂Fw

∂x

(
∂Fw

∂x

)T  dx

Kwθ =

L/2∫
−L/2

2

B11

R
Fw

(
∂Fθ

∂x

)T

+ A55
∂Fw

∂x

(
Fθ

)T
 dx

Kwu = (Kuw)T ; Kθu = (Kuθ)T ; Kθw = (Kwθ)T

Kθθ =

L/2∫
−L/2

2

D11
∂Fw

∂x

(
∂Fw

∂x

)T

+ A55Fw(
Fw)T

dx

Muu =

L/2∫
−L/2

2I0Ḟu
(
Ḟu

)T
dx; Muw = 0; Muθ =

L/2∫
−L/2

2I1Ḟu
(
Ḟθ

)T
dx

Mwu = 0; Mww =

L/2∫
−L/2

2I0Ḟw
(
Ḟw

)T
dx; Mwθ = 0

Mθu = (Muθ)T ; Mθw = 0; Mθθ =

L/2∫
−L/2

2I2Ḟθ
(
Ḟθ

)T
dx

(15)

Từ phương trình (14) có thể nhận được tần số dao động của dầm cong 2DS-FGM bằng cách giải

phương trình trị riêng sau: ∣∣∣K − ω2M
∣∣∣ = 0 (16)

4. Kết quả số và thảo luận

Trong phần này, một chương trình Matlab được xây dựng dựa trên mô hình đã thiết lập ở trên

được thực hiện để khảo sát ảnh hưởng của các tham số vật liệu, tham số hình học cũng như điều kiện

biên đến tần số dao động tự do của dầm cong 2DS-FGM. Tham số tần số dao động được định nghĩa

theo công thức sau:

ω̃ =
ωL2

h

√
ρm

Em
; ω̄ =

√
ω
(
ρmAL4/EI

)1/4
(17)
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4.1. Kiểm chứng mô hình

Do chưa có công bố nào về phân tích dao động của dầm cong 2DS-FGM nên nghiên cứu này sẽ

thực hiện ba ví dụ so sánh để kiểm chứng từng phần độ chính xác của mô hình thiết lập. Trong ví dụ thứ

nhất, dầm cong đẳng hướng có tỷ số L/h = 5 được sử dụng. Tham số tần số dao động của dầm trong

hai trường hợp góc mở khác nhau sẽ được tính toán và so sánh với kết quả tính theo lý thuyết chuyển

vị bậc nhất (FSDT) và bậc cao (HSDT) của Ganapathi và Polit [27], như trình bày trong Bảng 3.

Bảng 3. Tham số tần số dao động ω̃ của dầm cong đẳng hướng

Mô hình
φ = 30◦ φ = 120◦

ω̃1 ω̃2 ω̃1 ω̃2

FSDT [27] 8,9558 32,5112 4,3109 27,5438

HSDT [27] 8,8907 31,8433 4,2791 26,9736

Bài báo 8,8968 31,9474 4,3002 27,4385

Từ bảng kết quả có thể thấy rằng kết quả tính từ mô hình của nghiên cứu này có sai khác rất nhỏ

so với kết quả tính toán mà Ganapathi và Poli đã công bố. Điều này khẳng định tính chính xác và độ

tin cậy cao của mô hình được thiết lập trong bài báo khi áp dụng để tính toán tần số dao động của

dầm cong.

Ví dụ thứ hai được thực hiện với dầm FGM thẳng có cơ tính biến đổi theo phương chiều cao của

dầm. Trong ví dụ này, dầm có liên kết tựa hai đầu (SS), vật liệu làm dầm có tính chất cho trong Bảng 1.

Kết quả tính tham số tần số cơ bản của dầm được so sánh với kết quả của Thai và Vo [17] và Simsek

[28] trong Bảng 4.

Bảng 4 cho thấy chênh lệch giữa các giá trị trong bài báo và các tài liệu tham khảo là rất nhỏ, cho

thấy phương pháp tính toán của bài báo có độ chính xác cao khi tính toán tần số dao động của dầm

FGM.

Bảng 4. So sánh tần số cơ bản ω̃ của dầm thẳng FGM

L/h Tác giả
nz

0 0,5 1 2 5 10

5 Thai và Vo [17] 5,1527 4,4111 3,9904 3,6264 3,4012 3,2816

Simsek [28] 5,1527 4,4107 3,9904 3,6264 3,4012 3,2816

Bài báo 5,1525 4,3988 3,9709 3,6047 3,4023 3,2961

20 Thai và Vo [17] 5,4603 4,6516 4,2050 3,8361 3,6485 3,5390

Simsek [28] 5,4603 4,6511 4,2051 3,8361 3,6485 3,5390

Bài báo 5,4603 4,6503 4,2037 3,8347 3,6488 3,5403

Ví dụ cuối cùng được thực hiện với dầm đẳng hướng có điều kiện biên khác nhau, kết quả tính

tham số tần số dao động của dầm SS và CC được so sánh trong Bảng 5. Bảng kết quả cho thấy tham

số tần số ω̃ của dầm tính theo mô hình thiết lập là xấp xỉ bằng với kết quả tính bởi Chen và cs. [29]

và Nguyen và cs. [30] với các tỷ lệ L/h và điều kiện biên khác nhau.

Qua các ví dụ so sánh, có thể thấy mô hình trong bài báo đạt độ chính xác và tin cậy khi tính toán

tần số dao động của dầm cong FGM dưới các điều kiện biên khác nhau. Ngoài ra, các kết quả trên

được tính toán khi chương trình hội tụ với N = 6. Giá trị này của số hạng trong khai triển chuỗi cũng
được áp dụng trong các ví dụ khảo sát sau đây.
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Bảng 5. So sánh tham số tần số ω̄ của dầm thẳng với điều kiện biên khác nhau

Điều kiện biên L/h [29] [30] Bài báo

SS 5 3,0480 3,0457 3,0453

15 3,1302 3,1299 3,1299

CC 5 4,2634 4,2584 4,2599

15 4,6655 4,6615 4,6630

4.2. Khảo sát dao động tự do của dầm cong 2DS-FGM

Trong phần này, ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích nx và nz, ảnh hưởng của độ cong dầm, ảnh

hưởng của tỷ lệ chiều dài trên chiều dày dầm đến tham số tần số ω̄ được khảo sát chi tiết. Các khảo

sát được thực hiện trên dầm có chiều dài L = 1 m, với tính chất vật liệu của các vật liệu thành phần

được trình bày trong Bảng 1.

Bảng 6 trình bày kết quả tính tham số tần số của dầm cong với tỷ số L/h = 20 và góc mở φ = 120◦,
xét với nhiều giá trị khác nhau của hai chỉ số tỷ lệ thể tích nx và nz, cùng ba điều kiện biên: SS, CS và

CC. Từ kết quả trong Bảng 6, có thể nhận thấy rằng khi giữ cố định nx, tham số tần số ω̄ có xu hương

tăng khi nz tăng. Tuy nhiên, khi giữ cố định nz và thay đổi nx, xu hướng này không đồng nhất giữa

các điều kiện biên. Cụ thể, đối với điều kiện biên SS, tham số tần số ω̄ giảm khi nx tăng, trong khi với

điều kiện biên CC và CS, tham số tần số lại có xu hướng tăng. Hiện tượng này có thể là kết quả của

sự kết hợp và bù trừ phức tạp giữa các hiệu ứng biên, hiệu ứng độ cong, cùng với ảnh hưởng của khối

lượng và độ cứng. Đây là một kết quả đáng chú ý, khác với quy luật thông thường khi so sánh với các

dầm có cơ tính biến thiên không đối xứng. Điều này cho thấy cần có những nghiên cứu sâu hơn để

hiểu rõ hơn về cơ chế tác động và chứng minh sự cần thiết của việc tối ưu hóa kết cấu dầm 2DS-FGM

trong từng điều kiện biên cụ thể.

Bảng 6. Ảnh hưởng của chỉ số tỷ lệ thể tích nx và nz đến tần số ω̄ của dầm cong 2DS-FGM (L/h = 20, φ = 120◦)

BCs nz \ nx 0 1 2 5 10

SS 0 2,6263 2,5744 2,5029 2,2054 1,6090

1 2,6096 2,5644 2,5021 2,2403 1,6814

2 2,5858 2,5461 2,4915 2,2616 1,7426

5 2,5025 2,4738 2,4354 2,2758 1,8681

10 2,3839 2,3643 2,3398 2,2431 1,9625

CS 0 8,6971 8,5318 8,3831 7,7365 7,0356

1 8,6341 8,4737 8,3461 7,9769 8,0630

2 8,5436 8,3962 8,2795 7,7292 7,9273

5 8,2499 8,1290 8,0505 7,9015 8,0269

10 7,8486 7,7607 7,7185 7,7645 8,1055

CC 0 9,8099 9,7182 9,6651 9,7994 10,9280

1 9,7252 9,6379 9,5936 9,7688 10,7993

2 9,6181 9,5351 9,5004 9,7098 10,8061

5 9,2758 9,2072 9,1952 9,4733 10,6324

10 8,8247 8,7745 8,7844 9,1079 10,2649

Ảnh hưởng của độ cong dầm đến tham số tần số của dầm SS được thể hiện qua đồ thị trên Hình 3.

Từ đồ thị, có thể thấy rằng khi tỷ số giữa chiều dài dầm và bán kính cong L/R tăng lên, tham số tần số

87



Bình, C. T. / Tạp chí Khoa học Công nghệ Xây dựng

của dầm giảm. Lưu ý rằng trong các trường hợp khảo sát, chiều dài dầm L được cố định ở 1 m. Mức

giảm của tham số tần số khá đáng kể, cụ thể khi tỷ số L/R tăng từ 0,5 lên 2,3, tham số tần số giảm

khoảng 42%. Hơn nữa, giá trị và mức giảm của tham số tần số khi tăng L/R gần như tương đồng giữa

hai trường hợp cố định nx hoặc nz. Kết quả này cho thấy độ cong của dầm là một tham số quan trọng,

ảnh hưởng đáng kể đến đặc tính dao động của dầm.

(a) nx = 0 (b) nz = 0

Hình 3. Ảnh hưởng của độ cong dầm (tỷ số L/R) đến tần số dao động ω̄ của dầm cong 2DS-FGM

(L/h = 20, SS)

Đồ thị trong Hình 4 thể hiện sự biến đổi của tham số tần số ω̄ theo tỷ số L/h cùng với các chỉ số

tỷ lệ thể tích nx và nz. Quan sát đồ thị, có thể thấy rằng tham số tần số của dầm tăng nhẹ khi L/h thay

đổi trong khoảng giá trị từ 5 đến 15 và gần như không thay đổi khi tỷ số L/h vượt quá 15. Kết quả

này có thể do hiệu ứng độ cứng và hiệu ứng khối lượng bù trừ cho nhau, vì tần số dao động phụ thuộc

vào cả độ cứng và khối lượng. Khi chiều dài của dầm cố định, tỷ số L/h tăng nghĩa là chiều cao dầm

giảm, điều này làm giảm cả độ cứng và khối lượng của dầm. Hiệu ứng giảm độ cứng làm giảm tần số

dao động, trong khi hiệu ứng giảm khối lượng lại làm tăng tần số dao động.

(a) nx = 0 (b) nz = 0

Hình 4. Ảnh hưởng của tỷ số L/h đến tham số tần số dao động ω̄ của dầm cong 2DS-FGM

(SS, φ = 120◦)
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Ảnh hưởng của điều kiện biên đến tham số tần số dao động ω̄ của dầm cong 2DS-FGM được trình

bày trên Hình 5. Dầm khảo sát trong ví dụ này có tỷ số L/h = 20, góc mở φ = 120◦, chỉ số tỷ lệ thể
tích nx = 1, trong khi chỉ số nz thay đổi trong khoảng từ 0 đến 10. Kết quả cho thấy, dầm có điều kiện

biên CC có tần số dao động cao nhất và giảm nhẹ khi nz tăng. Trong khi đó, dầm CS có tần số trung

bình và xu hướng giảm rõ rệt hơn so với CC. Ngược lại, dầm SS có giá trị ω̄ thấp nhất và gần như

không thay đổi khi nz tăng. Hiện tượng này là phù hợp với quy luật khi hệ có nhiều liên kết hơn sẽ

cho độ cứng lớn hơn, dẫn đến tần số dao động sẽ lớn hơn. Điều này cho thấy vai trò quan trọng của

điều kiện biên đối với các đặc tính dao động của dầm cong 2DS-FGM.

Hình 5. Ảnh hưởng của điều kiện biên đến đến tham số tần số dao động ω̄ của dầm cong 2DS-FGM

(L/h = 20, φ = 120◦, nx = 1)

5. Kết luận

Dao động của dầm cong có cơ tính biến đổi theo hai phương đã được khảo sát và phân tích trong

bài báo này. Để thực hiện điều này, hệ phương trình chuyển động của dầm cong 2DS-FGM với nhiều

điều kiện biên khác nhau đã được thiết lập dựa trên lý thuyết dầm Timoshenko và được giải bằng

phương pháp Ritz. Kết quả so sánh đã chứng minh tính chính xác và độ tin cậy của mô hình thiết lập.

Từ kết quả khảo sát, có thể rút ra một số kết luận sau: (i) Tham số tần số phụ thuộc phức tạp vào chỉ

số tỷ lệ thể tích và từng điều kiện biên cụ thể; (ii) Độ cong của dầm là một tham số quan trọng, ảnh

hưởng lớn đến dao động của dầm; (iii) Tỷ lệ giữa chiều dài và chiều dày dầm có ảnh hưởng không

đáng kể đến đặc tính dao động tự do của dầm.
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