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Tóm tắt

Dự đoán chính xác cơ chế hư hỏng của kết cấu là một vấn đề quan trọng đặt ra cho các phương pháp mô phỏng.

Để giải quyết vấn đề này, bài báo sử dụng phương pháp trường pha cải tiến để dự đoán sự hình thành và phát

triển vết nứt trong kết cấu chứa vật liệu giòn, đồng nhất. Trong đó, một hàm suy biến mới được áp dụng vào

phương pháp trường pha này để đảm bảo ứng xử vật liệu là tuyến tính trước khi hình thành vết nứt đầu tiên, từ

đó có thể dự đoán được chính xác tải trọng tới hạn tương ứng. Hơn nữa, một dạng phân tách trực giao thành

phần ten-xơ biến dạng được đưa ra để ổn định sự phát triển vết nứt và ứng xử tải trọng-chuyển vị trơn mịn trong

quá trình mô phỏng. Kết quả mô phỏng của bảy ví dụ được so sánh tương ứng với bảy dạng kết cấu điển hình

trong phương pháp tham chiếu. Ta thấy rằng, việc so sánh giá trị tải trọng tới hạn giữa hai phương pháp có sai

số lớn nhất chỉ 4,5% trong tất cả các ví dụ, chứng tỏ phương pháp mô phỏng hiện tại là một công cụ tốt để giải

quyết vấn đề đặt ra.

Từ khoá: cơ học phá hủy; phương pháp trường pha; vật liệu giòn; hàm suy biến; điều kiện trực giao; tải trọng

tới hạn.

ADVANCED PHASE-FIELD METHOD USED TO ENHANCE THE ACCURACY OF DAMAGE

SIMULATION IN TYPICAL STRUCTURES

Abstract

Accurately predicting the damage mechanisms of structures is an important issue posed to simulation methods.

To handle this problem, the present paper employs an advanced phase-field method to predict the initiation and

development of cracks in structures containing brittle, homogeneous materials. A novel degradation function is

applied into this phase-field method to ensure material behavior is linear elastic prior to crack initiation, thereby

enabling accurate prediction of corresponding critical loads. Additionally, a form of the strain orthogonal

decomposition is proposed to stabilize crack propagation and simulate smooth load-displacement behavior.

Simulation results for seven examples are compared with seven typical structural configurations in the reference

method. It is observed that the maximum discrepancy in critical load values between the two methods is only

4,5% across all examples, demonstrating that the current simulation method is a good tool for addressing the

posed problem.

Keywords: fracture mechanics; phase-field method; brittle material; degradation function; orthogonal condition;

critical load.
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1. Giới thiệu

Hiện tượng phá hoại vật liệu là một trong những vấn đề thường gặp nhất trong kết cấu xây dựng.

Do đó, việc tìm hiểu, xác định nguyên nhân và đưa ra được biện pháp khắc phục hiện tượng này là

một vấn đề cấp thiết hiện nay. Các nghiên cứu của Griffith [1] và Irwin [2] về cơ học phá hủy xuất
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hiện đã tạo tiền đề cho một loạt các nghiên cứu liên quan được thực hiện như phương pháp phân tích

lý thuyết [3, 4], phương pháp thực nghiệm của Romani và cs. [5], phương pháp mô phỏng phần tử

hữu hạn (FEM) của Moes và cs. [6], và phương pháp phần tử hữu hạn mở rộng (XFEM) của Sukuma

và cs. [7]. Tuy nhiên, các nghiên cứu này đều xảy ra các vấn đề như việc thực nghiệm để xác định hư

hỏng kết cấu thường rất tốn kém về mặt chi phí hoặc thậm chí không thể thực hiện được cũng như

vấn đề rác thải do các kết cấu sau khi phá hủy thường phải thải ra môi trường mà không thể tái sử

dụng, hoặc phương pháp FEM và XFEM rất khó mô tả sự phân nhánh hoặc kết nối các vết nứt phức

tạp trong kết cấu bị hư hỏng.

Để vượt qua những thách thức này, trong những năm gần đây phương pháp trường pha trở thành

một công cụ mạnh để mô phỏng một hệ thống vết nứt phức tạp trong nhiều loại kết cấu khác nhau và

nhiều hình thức gia tải khác nhau. Trong phương pháp trường pha, tổng năng lượng tồn tại trong kết

cấu bao gồm năng lượng đàn hồi và năng lượng tạo ra hai bề mặt vết nứt mới. Phương pháp mô phỏng

này đã sử dụng một biến trường pha vô hướng biến thiên từ giá trị không tới một để thể hiện diễn tiến

hư hỏng của kết cấu từ trạng thái nguyên vẹn sang trạng thái xuất hiện vết nứt. Đồng thời, phương

pháp này còn sử dụng một hàm suy biến khả vi của biến trường pha để mô tả sự suy giảm phần năng

lượng đàn hồi khi giá trị của biến trường pha tăng lên. Do đó, phương pháp mô phỏng này có thể dự

đoán sự hình thành vết nứt, phân nhánh, và liên kết các vết nứt độc lập mà không cần phải tạo vết nứt

ban đầu.

Trong vật liệu giòn, vết nứt được tạo ra bởi ứng xử kéo, chính vì thế trong mô phỏng ten-xơ biến

dạng thường được chia ra thành phần dương và phần âm tương ứng với ứng xử kéo và ứng xử nén khi

kết cấu chịu tải trọng. Việc phân tách ten-xơ biến dạng này được chỉ ra trong hầu hết các nghiên cứu

về phương pháp trường pha để mô phỏng hư hỏng cho vật liệu giòn [8–11], kết cấu bê tông cường độ

cao có bổ sung nano-silica của Vũ và cs. [12], kết cấu với các lỗ rỗng phân bố ngẫu nhiên của Nguyễn

và cs. [13], kết cấu bê tông rỗng của Nguyen và cs. [14], vật liệu chứa nhiều pha khi xét tới ảnh hưởng

mặt phân giới của Vũ và cs. [15]. Trong một phân tích lý thuyết gần đây, He và Shao [16] đã chỉ ra

rằng hai thành phần ten-xơ biến dạng phải trực giao để ổn định sự lan truyền vết nứt và đường cong

ứng xử trơn mịn ngay cả khi kết cấu bị hư hỏng hoàn toàn. Tuy nhiên, các nghiên cứu [8–15] đều

không thỏa mãn điều kiện trực giao của He và Shao [16], điều này có thể dẫn tới việc xuất hiện các

điểm kỳ dị khi kết cấu bắt đầu hư hỏng.

Hơn nữa, một nghiên cứu khác của Sargado và cs. [17] đã khảo sát ứng xử của vật liệu giòn và

chỉ ra rằng hàm suy biến của biến trường pha và tham số chiều dài đại diện cho việc mô tả chuẩn tắc

của vết nứt là các yếu tố rất quan trọng ảnh hưởng trực tiếp tới độ chính xác về sự phát triển vết nứt

và ứng xử vật liệu trong mô phỏng. Tuy nhiên, trong hầu hết các nghiên cứu [9–15] đều sử dụng một

hàm suy biến bậc hai cổ điển được đưa ra bởi Miehe và cs. [8], kết quả là tham số chiều dài phụ thuộc

chặt chẽ vào các đặc tính vật liệu và dẫn tới việc lựa chọn giá trị tham số chiều dài càng lớn thì giá

trị tải trọng tới hạn càng nhỏ. Điều này cũng làm cho ứng xử cơ học không tuyến tính trước khi xảy

ra hư hỏng và khó có thể dự đoán chính xác được tải trọng tới hạn tương ứng với thời điểm xảy ra hư

hỏng đầu tiên này.

Để khắc phục hai vấn đề nêu trên là các thành phần ten-xơ biến dạng phải trực giao và đường cong

tải trọng-chuyển vị tuyến tính trước khi hư hỏng để dự đoán chính xác được tải trọng tới hạn, bài báo

này sử dụng phương pháp trường pha cải tiến cho vật liệu giòn, đồng nhất với việc áp dụng họ hàm

suy biến của Sargado và cs. [17] và một dạng phân tách ten-xơ biến dạng thỏa mãn điều kiện trực giao

được phân tích trong nghiên cứu lý thuyết của He và Shao [16] để dự đoán đường lan truyền vết nứt,

đường cong tải ứng xử, và giá trị tải trọng tới hạn trong bảy trường hợp điển hình được đưa ra trong

nghiên cứu lý thuyết của Tada và cs. [18]. Một quy trình rõ ràng về việc lựa chọn kích thước kết cấu,
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chia lưới phần tử, điều kiện biên và điều kiện tải trọng được đưa ra cho từng trường hợp cụ thể. Giá

trị tải trọng tới hạn được so sánh giữa phương pháp trường pha cải tiến và nghiên cứu của Tada và cs.

[18] để chứng minh được tính hiệu quả của phương pháp mô phỏng hiện tại.

2. Giới thiệu về phương pháp trường pha cải tiến

2.1. Các phương trình năng lượng

Một miền nứt V với biên ngoài ∂V chứa vết nứt Γ. Biến trường pha p (x) ,∀x ∈ V được sử dụng

để mô tả trạng thái từ nguyên vẹn tới hư hỏng hoàn toàn của miền V tương ứng với p (x) = [0 ÷ 1].
Trong miền V , tổng năng lượng trong sự tác dụng của tải trọng được mô tả như sau:

Π = E(u, p) − Eext =

∫
V

Ψ̄u(ε, p)dV +
∫
V

Gcγ(p,∇p)dV −
∫
V

f kudV −
∫
∂VF

FextudΓ (1)

trong đó E(u, p) là tổng năng lượng trong miền nứt V; Eext là công của ngoại lực Fext trên biên lực

∂VF ; f k là lực khối trong miền V và Gc là năng lượng kháng nứt, γ(p,∇p) =
p2

2l
+

l
2
∇p · ∇p là hàm

mật độ vết nứt, l là tham số chiều dài; ε là ten-xơ biến dạng; ∇p là gradient của biến p.Trong vật liệu
giòn được xem xét trong bài báo này, sự bất đối xứng của ứng xử kéo và nén được thể hiện rõ ràng như

các nghiên cứu [8–14]. Trong mô hình hóa hư hỏng vật liệu này bằng phương pháp trường pha, cần

thiết phải xem xét tới quá trình hình thành vết nứt được thúc đẩy bằng phần năng lượng liên quan tới

thành phần biến dạng kéo (hoặc biến dạng dương). Do đó, ten-xơ biến dạng ε được chia thành phần
biến dạng dương ε+ và phần biến dạng âm ε−, sao cho ε = ε+ + ε−.

Phương trình vi phân δΠ của hàm Π trong công thức (1) theo biến trường pha p và ten-xơ ε được
phân tích bởi:

δΠ =
∂Π

∂p
δp +

∂Π

∂ε
: ε (δu) =

∫
V

∂Ψ̄u

∂p
δpdV +

∫
V

Gc
∂γ

∂p
δpdV

+

∫
V

∂Ψ̄u

∂ε
: ε (δu)dV −

∫
V

f kδudV −
∫
∂VF

FextδudΓ = 0
(2)

Theo He và Shao [16], hàm mật độ năng lượng đàn hồi tuyến tính trong vật thể chưa nứt là

W (ε) =
1
2
ε : (Cε) , trong đó C là ten-xơ độ cứng đàn hồi bậc bốn. Tương ứng với hai thành phần ε+

và ε−, hàm năng lượng này được xác định:

W (ε) = W
(
ε+ + ε−

)
=

1
2
ε+ :
(
Cε+
)
+

1
2
ε− :
(
Cε−
)
+ ε+ :

(
Cε−
)

(3)

Hàm W (ε) trong (3) được chia thành W+ phần W− như biểu thức dưới đây:

W (ε) = W+
(
ε+
)
+W−

(
ε−
)

; W+
(
ε+
)
=

1
2
ε+ :
(
Cε+
)

; W−
(
ε−
)
=

1
2
ε− :
(
Cε−
)

(4)

khi và chỉ khi điều kiện trực giao dưới đây thỏa mãn:

ε+ :
(
Cε−
)
= 0 hay

(√
Cε−
)

:
(√

Cε−
)
= 0 (5)
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Từ [16], để thỏa mãn điều kiện (5), ta đặt ten-xơ biến dạng chuyển đổi ε̄ =
√
Cε khi đó ε̄ = ε̄++ε̄−

và ε̄+ : ε̄− = 0. Do đó, hai thành phần năng lượng W±
(
ε±
)
trong (4) được xác định để đảm bảo điều

kiện (5) như sau (xem Vu và cs. [19]):

W±
(
ε±
)
=

1
2

(√
Cε±
)

:
(√

Cε±
)
=

1
2
ε̄± : ε̄± (6)

hai thành phần ten-xơ biến dạng ε̄± =
√
Cε± được xác định bởi:

ε̄± =
D∑

i=1

〈
ε̄i
〉
±

n̄i ⊗ n̄i (7)

trong đó ε̄i và n̄i (với i = 1, . . . ,D) là giá trị riêng và vec-tơ riêng của ε̄ với ε̄1 ≤ ε̄2 ≤ . . . ≤ ε̄D và〈
ε̄i
〉
±
=
(
ε̄i ±
∣∣∣ε̄i
∣∣∣) /2.

Trong các công thức (1) và (2), hàm năng lượng đàn hồi Ψ̄u như sau:

Ψ̄u = {g(p) + κ}W+ (ε) +W− (ε) = {g(p) + κ}W
(
ε+
)
+W
(
ε−
)

(8)

trong đó g(p) là hàm suy biến khả vi với biến p, và κ � 1 là số thực vô cùng nhỏ (xem [8, 10]). Từ

đó, ứng suất Cô-sy được định nghĩa theo công thức σ =
∂Ψ̄u

∂ε
.

Để giải phương trình (2), ta quy nạp từng số hạng của biểu thức (2) bằng không, tức là
∂Π

∂p
δp = 0

và
∂Π

∂ε
: ε (δu) = 0, tương ứng với:∫

V

∂Ψ̄u

∂p
δpdV +

∫
V

Gc
∂γ

∂p
δpdV = 0 (9)

∫
V

∂Ψ̄u

∂ε
: ε (δu)dV −

∫
V

f kδudV −
∫
∂VF

FextδudΓ = 0 (10)

Đặt hàm lịch sử biến dạng H = max
τ∈[0,t]

{
W+ (x, τ)

}
(xem [8, 10]). Từ các công thức (8), (9) và các

điều kiện biên liên quan tới biến trường pha p, ta có hệ phương trình sau để giải biến p:

∫
V

g′ (p)HδpdV +
∫
V

Gc

l

(
p − l2∆p

)
δpdV = 0 trong V

p(x) = 1 tại Γ

∇p(x) · n = 0 tại ∂V

(11)

Tương tự, từ các công thức (8), (10) và các điều kiện biên tương ứng tới véc-tơ chuyển vị u, ta có
hệ phương trình dưới đây để giải véc-tơ chuyển vị này:

∫
V

σ : ε (δu)dV −
∫
V

f kδudV −
∫
∂VF

FextδudΓ = 0 trong V

u(x) = ū tại ∂Vu

σ · n = Fext tại ∂VF

(12)

Trong (11) và (12), g′ (p) là đạo hàm bậc một của g (p) theo p; n là vec-tơ pháp tuyến tại biên ∂V;
∆p là toán tử Laplace của p (x) ; ∂Vu là biên chuyển vị.
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2.2. Giới thiệu về hàm suy biến được sử dụng

Bài báo này sử dụng họ hàm suy biến được mô tả trong Sargado và cs. [17] với phương trình tổng

quát như sau:

g(p; n;α; k) = (1 − k)
1 − e−α(p,n)(1−p)n

1 − e−α(p,n) + kϕc (p) (13)

Công thức (13) trong nghiên cứu [17] sử dụng các số thực α > 0, n ≥ 2 và k = 0,1; trong đó

α(p, n) =
(n − 2) p + 1
np(1 − p)n , hàm ϕc (p) = A2(1 − p)2 + A3(1 − p)3 là hàm điều chỉnh sao cho ϕc (φ) −

φϕ′′c (φ) = 0; ϕc (0) = 1 và ϕc (p) > 0 ở giá trị bất kỳ của p, với A2 =
3φ2 − 3
3φ2 − 1

; A3 =
2

3φ2 − 1
là các

hằng số, ở đó φ =
1
3
nếu n = 2 và φ =

− (n + 1) +
√

5n2 − 6n + 1
2
(
n2 − 2n

) nếu n > 2.

Theo [17], ta sử dụng một hàm không thứ nguyên của tham số l như sau σnd = σc

√
l

EGc
, với σc

là ứng suất tới hạn, E là mô đun đàn hồi. Để xác định quan hệ giữa số thực n trong (13) và tham số

chiều dài l, nghiên cứu [17] đã thiết lập một hàm như sau:

n(σnd) = c0 +
c1

σnd
+

c2

σ2
nd

+
c3

σ3
nd

(14)

trong đó c0 = −1,9683716827; c1 = 3,0725412764; c2 = −0,1019957566, c3 = 0,0071948119 được

đưa ra trong [17]. Từ công thức (14) này, cứ mỗi giá trị của tham số l, ta sẽ xác định được giá trị của
số thực n tương ứng.

2.3. Giải bài toán trường pha và bài toán chuyển vị trong khung phần tử hữu hạn

a. Bài toán trường pha

Theo nghiên cứu [17], đạo hàm bậc hai của hàm suy biến cải tiến (13) với p được xác định là

g′′ (p) = −
g′ (p)

(1 − p)
. Từ quan hệ này, phương trình (111) trở thành:∫

V

{(
g′′ (p)H +

Gc

l

)
pδp +Gcl∇p∇ (δp)

}
dV =

∫
V

g′′ (p)HδpdV (15)

Sử dụng khung phần tử hữu hạn (FEM), ta có các biểu thức dưới đây:

p (x) =
[
Np
] {
pe
}
; ∇p (x) =

[
Bp
] {
pe
}
; δp (x) =

[
Np
] {
δpe
}
; ∇δp (x) =

[
Bp
] {
δpe
}

(16)

với
[
Np
]
và
[
Bp
]
là ma trận hàm dạng và ma trận vi phân hàm dạng của biến trường pha p (x), và

{
pe
}

các giá trị biến trường pha tại các nút phần tử. Thế các quan hệ (16) vào biểu thức (15), ta có ma trận

độ cứng
[
Kp
]
và véc-tơ lực

{
Fp
}
như:[

Kp
]
=

∫
V

{(
g′′ (p)H +

Gc

l

) [
Np
]T [

Np
]
+Gcl

[
Bp
]T [

Bp
]}

dV (17)

{
Fp
}
=

∫
V

g′′ (p)
[
Np
]T
HdV (18)

Từ đó, ta xác định được giá trị biến trường pha
{
pe
}
tại các nút phần tử:{

pe
}
=
[
Kp
]−1
·
{
Fp
}

(19)
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b. Bài toán chuyển vị

Tương tự, sử dụng khung FEM cho bài toán chuyển vị, ta có các quan hệ sau:

u(x) = [Nu] {ue} ; ε(u) = [Bu] {ue} ; δu(x) = [Nu] {δue} ; ε(δu) = [Bu] {δue} (20)

với [Nu] và [Bu] là ma trận hàm dạng và ma trận vi phân hàm dạng của véc-tơ chuyển vị u(x), và {ue}

các giá trị chuyển vị tại nút phần tử. Từ công thức (6), (7), (8) và (121), ta có ma trận độ cứng [Ku] và
véc-tơ lực {Fu} tương ứng với chuyển vị:

[Ku] =
∫
V

{
g (p) [Bu]T

(
P+ :
√
C
)T

:
(
P+ :
√
C
)

[Bu] + [Bu]T
(
P− :
√
C
)T

:
(
P− :

√
C
)

[Bu]
}

dV (21)

{Fu} =

∫
V

[Nu]T f kdV +
∫
∂VF

[Nu]T FextdΓ (22)

Hai thành phần P± trong (21) được xác định P± =
∂ε̄±

∂ε̄
(xem Vu và cs. [19]). Trong các công thức

(17) và (21), [A]T là ma trận chuyển vị trí của ma trận [A] . Từ (21) và (22), ta xác định được giá trị
chuyển vị tại nút các phần tử như sau:

{ue} = [Ku]−1 · {Fu} (23)

3. Các ví dụ mô phỏng

Trong tất cả các ví dụ của bài báo này, ta sử dụng các tham số vật liệu được coi là giòn, đồng nhất

như được mô tả trong [5] như sau: mô đun đàn hồi E = 12 GPa, hệ số Poisson υ = 0,3, năng lượng

kháng nứt Gc = 1,4 N/m và ứng suất tới hạn σc = 3,9 Mpa. Các ví dụ được thực hiện trong bài toán

hai chiều (2D) với điều kiện biến dạng phẳng. Theo [18], cường độ kháng nứt của vật liệu nêu trên

được xác định như sau KI =

√
EGc

1 − υ2 = 4,3 MPa
√
mm.

Nghiên cứu này dụng phương pháp trường pha kết hợp với họ hàm suy biến (13) và các điều kiện

trực giao ten-xơ biến dạng (7). Trong họ hàm suy biến (13) ta có thể xác định được nhiều cặp giá trị [n, l]
khác nhau dựa vào công thức (14), nhưng bài báo này đề xuất sử dụng một cặp giá trị đại điện [n, l] =
[6; 0,14 mm] để mô phỏng. Khi n = 6, thông qua một quá trình biến đổi chi tiết trong mục 2.2 và công
thức (13), ta có hàm suy biến g(p) = 0,9114− 0,9114e−4,3854(1−p)6

+ 0,3068(1 − p)2 − 0,2068(1 − p)3.

Mục tiêu của bài báo này là khảo sát sự phát triển vết nứt, ứng xử tải trọng-chuyển vị và giá trị

lực tới hạn Pc giữa phương pháp mô phỏng hiện tại với bảy dạng kết cấu điển hình trong [18] như

sau: (i) Tấm chịu kéo kích thước hữu hạn có một vết nứt giữa; (ii) Tấm chịu kéo kích thước hữu hạn

bị nứt hai cạnh; (iii) Dầm chịu kéo tách; (iv) Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có một vết nứt giữa; (v)

Tấm chịu kéo kích thước bán vô hạn bị nứt một cạnh; (vi) Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có ba vết

nứt giữa xếp theo phương ngang; (vii) Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có ba vết nứt giữa xếp theo

phương đứng. Đặc biệt các giá trị Pc đạt được bởi phương pháp mô phỏng được so sánh với kết quả

phân tích theo [18] để kiểm chứng sự chính xác của phương pháp đề xuất. Các kết cấu được chia lưới

tam giác bằng phần mềm GMSH [20] với kích thước lưới hmin = 0,05 mm và hmax = 0,5 mm. Trong
suốt quá trình mô phỏng, kết cấu được gia tải với bước chuyển vị không đổi ∆u = 5× 10−5 mm trong

tất cả các ví dụ.
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3.1. Tấm chịu kéo kích thước hữu hạn có một vết nứt giữa

Hình 1(a) mô tả tấm chịu kéo theo Tada và cs. [18], do đó, trong phương pháp mô phỏng dùng

tấm hữu hạn có kích thước 8× 4 mm với vết nứt trước 2a = 0,8 mm có điều kiện biên như Hình 1(b).

Tấm được chia thành 3596 phần tử tam giác như Hình 1(c), với điểm 7 và điểm 8 là hai đầu vết nứt

mồi. Hình 1(d) và (e) thể hiện đường nứt và đường cong ứng xử của phương pháp mô phỏng hiện tại.

Theo [18], đối với tấm như Hình 1(a) và (b), cường độ kháng nứt KI như sau:

KI = σ
√
πaF(α) =

Pc

W
√
πaF(α), α =

2a
W
= 0,2 (24)

Ta tính được hệ số F(α) = 1+ 0,128α− 0,288α2 + 1,525α3 = 1,023. Vậy theo [18], giá trị lực tới
hạn Plt

c = 14,994 N. Theo mô phỏng hiện tại Pmp
c = 15,67 N.

(a) Kết cấu trong [18] (b) Kích thước và điều kiện biên mô phỏng (c) Chia lưới kết cấu

(d) Đường nứt mô phỏng (e) Đường cong quan hệ mô phỏng

Hình 1. Tấm chịu kéo kích thước hữu hạn có một vết nứt giữa

3.2. Tấm chịu kéo kích thước hữu hạn bị nứt hai cạnh

Tấm chịu kéo theo [18] được mô tả trong Hình 2(a). Trong phương pháp mô phỏng dùng tấm hữu

hạn có kích thước 8× 4 mm với hai vết nứt trước dài a = 0,2 mm và có điều kiện biên như Hình 2(b).

Tấm được chia thành 3916 phần tử tam giác như Hình 2(c). Hình 2(d) và (e) thể hiện đường nứt và

đường cong ứng xử của phương pháp trường pha.
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Đối với trường hợp này, cường độ kháng nứt KI theo [18] như sau:

KI = σ
√
πaF(α) =

Pc

W
√
πaF(α), α =

2a
W
= 0,2 (25)

Theo [18], hệ số F(α) = 1,122 − 0,154α + 0,807α2 − 1,894α3 + 2,494α4 = 1,112. Vậy giá trị
tải trọng tới hạn lý thuyết theo [18] Plt

c = 19,513 N. Kết quả đạt được theo mô phỏng hiện tại như
Hình 2(e) là Pmp

c = 19,65 N.

(a) Kết cấu trong [18] (b) Kích thước và điều kiện biên mô phỏng (c) Chia lưới kết cấu

(d) Đường nứt mô phỏng (e) Đường cong quan hệ mô phỏng

Hình 2. Tấm chịu kéo kích thước hữu hạn bị nứt hai cạnh

3.3. Dầm chịu kéo tách

Dầm chịu kéo tách được mô tả theo [18] và mô phỏng hiện tại được thể hiện trong Hình 3(a) và

(b) tương ứng. Kích thước dầm được là L× 2h = 6× 2 mm với vết nứt trước dài a = 3 mm. Dầm chịu

hai lực tập trung P kéo ngược hướng tương ứng với bước chuyển vị không đổi ∆u = 5 × 10−5 mm.

Hình 3(c) thể hiện kích thước lưới được chia bằng GMSH với 5646 phần tử tam giác. Sự phát triển

vết nứt và đường cong chuyển vị-tải trọng được thể hiện trên Hình 3(d)–(f) và Hình 3(g), tương ứng.

Hình 3(d)–(f) thể hiện sự phát triển vết nứt cho các giá trị chuyển vị U = 0,00245 mm, 0,0051
mm và 0,0091 mm tương ứng với các điểm được đánh dấu (d), (e) và (f) trên Hình 3(g). Ta thấy rằng

khi U = 0,00245 mm xuất hiện giá trị tải trọng tới hạn lớn nhất tương ứng với sự hình thành vết nứt

đầu tiên ở vết nứt mồi (điểm (d) trên Hình 3(g)). Sau đó giá trị tải trọng suy giảm tới điểm (e) của
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(a) Kết cấu trong [18] (b) Kích thước và điều kiện biên

mô phỏng

(c) Chia lưới kết cấu

(d) Đường nứt mô phỏng

(U = 0,00245 mm)
(e) Đường nứt mô phỏng

(U = 0,0051 mm)
(f) Đường nứt mô phỏng

(U= 0,0091 mm)

(g) Đường cong quan hệ mô phỏng

Hình 3. Dầm chịu kéo tách

Hình 3(g), tại thời điểm này, vết nứt phát triển gần tới phần ngàm của dầm nên giá trị tải trọng có vẻ

tăng lên. Sau đó, giá trị tải trọng bị giảm đột ngột và tiếp tục tăng lên tới điểm (f) của Hình 3(g). Việc

tăng giá trị tải trọng này có thể giải thích do sự hình thành hư hỏng cục bộ tại hai điểm đặt lực tập

trung. Cường độ kháng nứt KI theo [18] đối với trường hợp này như sau:

KI =
Pc

t
√

h
F(α); α =

a
L
= 0,5; t = 1 mm (26)

Từ đó, ta tính được hệ số F(α) = 2
√

3
(a
h
+ 0,64

)
= 12,609. Ví dụ này lấy chiều dày của dầm

t = 1 mm, vậy theo [18], giá trị Plt
c = 0,341 N. Tại điểm (d) của Hình 3(g), giá trị tải trọng tới hạn mô

phỏng là Pmp
c = 0,335 N.

3.4. Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có một vết nứt giữa

Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có một vết nứt giữa theo [18] được mô tả trong Hình 4(a). Để

đáp ứng điều kiện của bài toán đặt ra, phương pháp mô phỏng hiện tại dùng tấm hữu hạn có chiều
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cao 8 mm và bề rộng W = 4 mm, với vết nứt trước dài 2a = 0,4 mm như Hình 4(b). Tỷ lệ chiều dài

của vết nứt trước so với bề rộng tấm là 0,4/4 = 0,1 là khá nhỏ nên có thể coi kích thước tấm là vô hạn

so với vết nứt. Hơn nữa, điều kiện biên như Hình 4(b) với hai cạnh bên bị khống chế chuyển vị theo

phương ngang, do đó khi kéo theo phương thẳng đứng, biến dạng không gây ảnh hưởng cho hai cạnh

này, do đó tấm mô phỏng này có thể được coi là vô hạn. Tấm được chia thành 3596 phần tử tam giác

như Hình 4(c), với điểm 7 và điểm 8 là hai đầu vết nứt mồi. Hình 4(d) và (e) thể hiện đường nứt và

đường cong ứng xử của phương pháp mô phỏng hiện tại.

(a) Kết cấu trong [18] (b) Kích thước và điều kiện biên mô phỏng (c) Chia lưới kết cấu

(d) Đường nứt mô phỏng (e) Đường cong quan hệ mô phỏng

Hình 4. Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có một vết nứt giữa

Với tấm như Hình 4(a) và (b), cường độ kháng nứt KI được tính theo [18] như:

KI = σ
√
πa =

Pc

W
√
πa (27)

Do đó, giá trị phân tích của tải trọng tới hạn theo [18] đạt được Plt
c = 21,699 N. Giá trị mô phỏng

của tải trọng này như trên Hình 4(e) là Pmp
c = 20,79 N.
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3.5. Tấm chịu kéo kích thước bán vô hạn bị nứt một cạnh

Hình 5(a)–(c) thể hiện tấm chịu kéo kích thước bán vô hạn bị nứt một cạnh theo mô tả của [18]

và mô phỏng hiện tại với vết nứt trước dài a = 0,2 mm cũng như lưới phần tử được chia theo GMSH,

tương ứng. Tấm chia thành 4696 phần tử tam giác. Trong đó Hình 5(d) và (e) thể hiện đường nứt và

đường cong ứng xử của tấm trong quá trình mô phỏng.

(a) Kết cấu trong [18] (b) Kích thước và điều kiện biên mô phỏng (c) Chia lưới kết cấu

(d) Đường nứt mô phỏng (e) Đường cong quan hệ mô phỏng

Hình 5. Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có một vết nứt giữa

Theo [18], đối với trường hợp này như Hình 5(a) và (b), cường độ kháng nứt KI như công thức

dưới đây:

KI = 1,1215σ
√
πa = 1,1215

Pc

W
√
πa (28)

Theo phân tích của [18], giá trị tải trọng tới hạn là Plt
c = 19,348 N. Theo mô phỏng hiện tại thì

Pmp
c = 18,97 N.

3.6. Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có ba vết nứt giữa xếp theo phương ngang

Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có ba vết nứt giữa xếp theo phương ngang theo [18] được mô tả

trong Hình 6(a). Trong phương pháp mô phỏng dùng tấm có chiều cao 8 mm và bề rộng W = 8 mm,
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với ba vết nứt trước có chiều dài 2a = 0,4 mm cách nhau d = 1 mm như Hình 6(b). Tỷ lệ chiều dài

vết nứt trước so với bề rộng tấm là 0,4/8 = 0,05 và điều kiện biên trên Hình 6(b) với hai cạnh bên bị

khống chế chuyển vị theo phương ngang, do đó có thể coi tấm là kích thước vô hạn so với vết nứt để

thuận tiện cho quá trình mô phỏng. Hình 6(c) là lưới phần tử được chia theo GMSH, với các điểm 7-8

là hai đầu vết nứt mồi thứ nhất, các điểm 9-10 là hai đầu vết nứt mồi thứ hai, và các điểm 11-12 là hai

đầu vết nứt mồi thứ ba. Tấm được chia thành 6956 phần tử tam giác. Kết quả mô phỏng được thể hiện

trên Hình 6(d) và (e).

(a) Kết cấu trong [18] (b) Kích thước và điều kiện biên mô phỏng (c) Chia lưới kết cấu

(d) Đường nứt mô phỏng (e) Đường cong quan hệ mô phỏng

Hình 6. Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có ba vết nứt giữa xếp theo phương ngang

Cường độ kháng nứt KI theo [18] được đưa ra:

KI = σ
√
πaF(α) =

Pc

W
√
πaF(α), α =

2a
d
= 0,4 (29)

Ta tính được hệ số F(α) =
√

(2/πα) tan (πα/2) = 1,076. Do đó theo [18], giá trị Plt
c = 40,348 N.

Giá trị tải trọng tới hạn theo mô phỏng hiện tại Pmp
c = 39,75 N.

3.7. Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có ba vết nứt giữa xếp theo phương đứng

Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có ba vết nứt giữa xếp theo phương đứng của [18] được mô tả

trong Hình 7(a). Trong phương pháp mô phỏng hiện tại dùng tấm có chiều cao 8mm và bề rộngW = 4
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mm, với ba vết nứt trước dài 2a=0,4mm cách nhau theo phương đứng d = 1 mm như Hình 7(b). Tỷ

lệ chiều dài vết nứt trước so với bề rộng tấm là 0,4/4 = 0,1 và điều kiện biên như Hình 7(b) với hai

cạnh bên bị khống chế chuyển vị theo phương ngang. Hình 7(c) mô tả lưới phần tử của tấm, với các

điểm 9-10 là hai đầu vết nứt mồi thứ nhất, các điểm 12-13 là hai đầu vết nứt mồi thứ hai, và các điểm

15-16 là hai đầu vết nứt mồi thứ ba. Tấm được chia thành 11054 phần tử tam giác. Kết quả mô phỏng

được thể hiện trên Hình 7(d) và (e).

(a) Kết cấu trong [18] (b) Kích thước và điều kiện biên mô phỏng (c) Chia lưới kết cấu

(d) Đường nứt mô phỏng (e) Đường cong quan hệ mô phỏng

Hình 7. Tấm chịu kéo kích thước vô hạn có ba vết nứt giữa xếp theo phương đứng

Trường hợp này, cường độ kháng nứt KI theo [18] được xác định như sau:

KI = σ
√
πaF(α) =

Pc

W
√
πaF(α), α =

2a
d
= 0,4 (30)

Ta tính được hệ số F(α) = 1 − (πα/2)2 + 0,375(πα/4)4 = 0,861. Vậy theo phân tích [18], giá trị
Plt

c = 25,2 N. Giá trị lực tới hạn theo mô phỏng là Pmp
c = 24,93 N.

Từ bảy ví dụ trên ta có bảng tổng hợp so sánh giá trị lực tới hạn Pc giữa phương pháp phân tích lý

thuyết của [18] và phương pháp trường pha hiện tại. Kết quả so sánh cụ thể với sai số giữa hai phương
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pháp được thể hiện trên Bảng 1.

Bảng 1. So sánh Pc giữa với phương pháp trường pha và tham chiếu [18] cho bảy loại kết cấu điển hình

Ví dụ Plt
c (N) theo [18] Pmp

c (N) theo mô phỏng Sai số (%)

3.1 14,994 15,67 4,5

3.2 19,513 19,65 0,7

3.3 0,341 0,335 1,76

3.4 21,699 20,79 4,19

3.5 19,348 18,97 1,95

3.6 40,348 39,75 1,48

3.7 25,2 24,93 1,08

Kết quả của Bảng 1 chỉ ra rằng sai số lớn nhất giữa hai phương pháp trong bảy ví dụ điển hình

là 4,5% tương ứng với ví dụ đầu tiên, chứng tỏ phương pháp trường pha hiện tại là một công cụ hiệu

quả để mô phỏng hư hỏng và dự đoán tải trọng tới hạn trong vật liệu giòn, đồng nhất.

4. Kết luận

Bài báo đã sử dụng phương pháp trường pha với hàm suy biến mới và điều kiện trực giao ten-xơ

biến dạng để mô tả hư hỏng trong vật liệu giòn, đồng nhất. Từ các kết quả đạt được, ta có một vài kết

luận sau:

Giá trị tải trọng tới hạn đạt được giữa hai phương pháp là tương tự nhau, sai số lớn nhất là 4,5%

tương ứng với ví dụ đầu tiên của tấm chịu kéo kích thước hữu hạn có một vết nứt giữa.

Khác với các ví dụ còn lại với tải trọng phân bố đều ở mặt trên của kết cấu, trong ví dụ ba của dầm

chịu kéo tách với tải trọng tập trung đặt ở mút hẫng của dầm, đường cong ứng xử xuất hiện một vài

tải trọng đỉnh trong suốt quá trình mô phỏng, nhưng tải trọng đỉnh đầu tiên lớn nhất tương ứng với sự

xuất hiện hư hỏng ở đầu vết nứt mồi.

Trong tất cả các ví dụ, sự lan truyền của vết nứt ổn định, các đường cong ứng xử là tuyến tính

trước khi vết nứt đầu tiên xuất hiện, phù hợp với ứng xử thực tế của vật liệu giòn.

Bài báo hiện tại chỉ nghiên cứu các ví dụ liên quan tới dạng hư hỏng do mở rộng vết nứt (dạng I)

của cơ học phá hủy, các nghiên cứu tiếp theo có thể khảo sát hư hỏng của kết cấu liên qua tới vết nứt

do cắt trượt (dạng II) và do xé (dạng III).
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