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Tóm tắt

Bài báo trình bày lời giải nghiệm chính xác cho bài toán dao động cưỡng bức của dầm nano có cơ tính biến

thiên (FGM) có vết nứt với các điều kiện biên bất kỳ dựa trên lý thuyết đàn hồi không cục bộ (NET) và lý thuyết

dầm Timoshenko. Trong đó, NET có xét đến hiệu ứng kích thước của các kết cấu nano, các đặc trưng vật liệu

FGM thay đổi phi tuyến theo chiều cao dầm. Mô hình vết nứt gồm hai lò xo đàn hồi với độ cứng phụ thuộc

vào độ sâu vết nứt. Phương trình dao động được thiết lập dựa trên nguyên lý Hamilton, NET và lý thuyết dầm

Timoshenko với các điều kiện biên khác nhau được thiết lập từ dạng yếu của phương trình chuyển động đã khắc

phục nghịch lý không cục bộ. Ảnh hưởng của các tham số hình học, kích thước nano, vật liệu, vết nứt đến dao

động cưỡng bức của dầm nano FGM được nghiên cứu chi tiết.

Từ khoá: vết nứt; FGM; dầm nano; không cục bộ; dạng yếu.

FORCED VIBRATION OF THE CRACKED NANOBEAM MADE OF FUNCTIONALLY GRADED MA-

TERIALS

Abstract

This article presents the exact closed-form solution for the forced vibration of cracked FGM nanobeams with

arbitrary boundary conditions based on nonlocal elasticity theory (NET) and Timoshenko beam theory. The

NET considering the size effect of nanostructures is applied, and the FGM characteristics. change nonlinearly

with beam height. The crack model consists of two elastic springs with the stiffness depending on the crack

depth. The vibration equations are established based on the Hamilton principle, NET and Timoshenko beam

theory. The nonlocal boundary conditions established from the weak form of the equation of motion overcame

the nonlocal paradox. The effect of size-effect, geometrical parameters, materials, and cracks on the forced

vibration of FGM cracked nanobeams is studied in detail.

Keywords: cracks; FGM; nano beam; nonlocal; weak form.
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1. Mở đầu

Vật liệu có cơ tính biến thiên (FGM) [1, 2] là một dạng vật liệu composite tiên tiến với các đặc

trưng cơ học thay đổi liên tục theo một hoặc hai phương xác định. Đặc tính trơn này làm giảm sự tập

trung ứng suất và tăng sự kết dính giữa các lớp vật liệu khác nhau. FGM cũng được sử dụng trong

các kết cấu dầm, tấm, vỏ của các thiết bị vi cơ điện tử có kích thước nano hoặc macro. Việc nghiên

cứu, tính toán, chế tạo và ứng dụng các thiết bị kích thước nhỏ cỡ micro mét (10−6 m) hoặc nano mét

(10−9 m) làm bằng các vật liệu tiên tiến như FGM trong các lĩnh vực khoa học công nghệ cao đang

là xu hướng phát triển mạnh mẽ của khoa học công nghệ trên thế giới và trong nước. Hiện nay có

khoảng 10 lý thuyết Cơ học môi trường liên tục hiện đại xét đến các hiệu ứng kích thước cho các môi

trường có kích thước micro/nano, mỗi lý thuyết có một số tham số xác định [3, 4]. Do chỉ sử dụng một
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tham số kích thước nên các lý thuyết đàn hồi không cục bộ Eringen (NET) [5], lý thuyết cặp ứng suất

sửa đổi (Modified Couple Stress Theory) [6], và lý thuyết cặp ứng suất thống nhất (Consistent Couple

Stress Theory) [7] đã được nhiều tác giả lựa chọn nghiên cứu cho kết cấu nano. Trong đó, NET được

sử dụng rộng rãi trong phân tích dao động kết cấu nano từ vật liệu thuần nhất [8–11] và FGM [12].

Trong kết cấu nano, hư hỏng hoặc vết nứt xuất hiện do ảnh hưởng của nhiệt độ hoặc bị mất nguyên

tử, ... ví dụ như việc mất nguyên tử trong dầm nano là do năng lượng biến dạng bị vượt quá một giới

hạn nào đó [13]. Kết quả nghiên cứu cơ bản về phân tích dao động của các kết cấu nano nguyên vẹn

có rất nhiều so với các kết cấu nano có hư hỏng. Nguyên nhân cơ bản là do các khó khăn của bài toán

cơ học phá hủy đối với vật liệu FGM [14–17] và sự phức tạp của bài toán dao động đối với các kết

cấu nano có vết nứt. Dùng NET, các tác giả [18–22] đã nghiên cứu dao động dọc của thanh nano đồng

nhất có một vết nứt cho các điều kiện biên bất kỳ. Kiani và Zur [23] đã phân tích dao động tự do của

hai thanh nano ghép song song với vết nứt cục bộ dùng NET có xét đến hiệu ứng bề mặt. Akbas [24]

đã phân tích dao động dọc của thanh nano có vết nứt chịu tải trọng điều hòa. Các tác giả [25–27] đã

nghiên cứu dao động xoắn của thanh nano đồng nhất. Dao động tự do của dầm nano đồng nhất có vết

nứt đã được nhiều tác giả nghiên cứu. Các tác giả [28–30] đã nghiên cứu dao động của dầm nano có

một vết nứt với một số điều kiện biên. Các tác giả [31–35] đã nghiên cứu tần số dao động tự do của

dầm nano nhiều vết nứt và có dạng bậc. Hossain và Lellep [36] đã phân tích sự thay đổi dạng dao

động của dầm nano có vết nứt trên nền đàn hồi. Các tác giả [37–40] đã nghiên cứu dao động tự do của

dầm nano có vết nứt trong môi trường nhiệt. Pouretemad và cs. [41] đã nghiên cứu tần số dao động tự

do của dầm nano có nhiều vết nứt tiết diện không đều.

Các nghiên cứu trên đều áp dụng cho thanh, dầm nano bằng vật liệu đồng nhất, chỉ có ít nghiên

cứu dưới đây về dao động tự do của dầm FGM có vết nứt dùng NET. Soltanpour và cs. [42] đã phân

tích dao động tự do của dầm FGM có vết nứt nằm trên nền đàn hồi polymer. Ghadiri và cs. [13] đã

phân tích ảnh hưởng của hiệu ứng bề mặt đến dao động tự do của dầm nano Timoshenko có vết nứt

trên nền đàn hồi. Esen và cs. [43] đã phân tích dao động tự do của dầm micro trên nền đàn hồi trong

môi trường từ và nhiệt. Toàn bộ các nghiên cứu trên là dành cho dầm nano FGM có một vết nứt cho

dầm hai đầu khớp hoặc hai đầu ngàm. Tần số riêng được tính từ định thức của ma trận cấp 8×8 bao

gồm bốn điều kiện biên và bốn điều kiện liên tục tại tiết diện có vết nứt. Gần đây, Attia và cs. [44] đã

phân tích sự thay đổi của tần số dao động riêng cho dầm FGM hai chiều có hai vết nứt bằng phương

pháp cầu phương vi phân.

Do việc thiết lập điều kiện biên theo NET từ nguyên lý Hamilton là không chính xác nên gây ra

nghịch lý không cục bộ đối với tần số cơ bản hoặc độ võng của dầm công xôn [44–46], điển hình là

kết quả bài báo [44] xuất bản năm 2024. Do đó, các báo cáo công bố thường tránh đề cập đến nghiên

cứu loại dầm này. Tuy vậy, loại dầm nano công xon rất hay được dùng trong thực tế, đặc biệt trong

các thiết bị thu thập năng lượng. Một số nghiên cứu đã đề xuất các giải pháp khác nhau để khắc phục

nghịch lý này. Challamel và cs. [47] đã đề xuất mô hình dầm rời rạc, Khodabakhshi và Reddy [48] đã

đề xuất mô hình vi-tích phân thống nhất thay thế cho mô hình không cục bộ. Gần đây, Xu và cs. [49],

Aria và Friswell [50], Liên và cs. [51, 52] đã đề xuất dùng dạng yếu của phương trình vi phân chuyển

động để thu được điều kiện biên chính xác.

Trong bài báo này, phương trình vi phân dao động của dầm nano Timoshenko FGM đã được thiết

lập dựa trên nguyên lý Hamilton, NET có xét đến vị trí thực của trục trung hòa. Vết nứt của dầm nano

FGM được mô hình hóa bằng hai lò xo đàn hồi có độ cứng phụ thuộc độ sâu vết nứt theo cơ học phá

hủy, các lò xo này kết nối hai đoạn dầm nano nguyên vẹn với nhau. Nghiệm chính xác của phương

trình vi phân dao động cưỡng bức cho dầm nano FGM có nhiều vết nứt cùng với dạng yếu của điều

kiện biên không cục bộ đã được đề xuất. Độ tin cậy của nghiệm đề xuất được kiểm chứng thông qua
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so sánh kết quả số với các kết quả đã công bố của các nghiên cứu khác. Từ đó, các tác giả đã nghiên

cứu chi tiết dao động cưỡng bức của dầm nano FGM có nhiều vết nứt theo các tham số hình học, vật

liệu, vết nứt khác nhau và rút ra các kết luận cần thiết.

2. Nghiệm bài toán dao động cưỡng bức của dầm nano FGM nguyên vẹn

Hình 1. Dầm nano FGM trên nền đàn hồi Winkler

Xét dầm nano FGM có tiết diện chữ nhật b × h, chiều dài L, nằm trên nền đàn hồi Winkler với hệ

số nền Kw. Hàm vật liệu FGM có dạng lũy thừa [1]

{E(z), G(z), ρ(z)}T = {Eb,Gb, ρb}
T + {Et − Eb,Gt −Gb, ρt − ρb}

T
(

z
h
+

1
2

)n

(1)

trong đó E,G, ρ là mô đun đàn hồi Young, mô đun đàn hồi trượt và mật độ khối lượng; chỉ số t và b
chỉ lớp vật liệu trên và dưới; n là chỉ số phần thể tích (Hình 1). Dầm chịu tải trọng phân bố p(x, t) và
q(x, t) theo các trục x và z tương ứng. Chuyển vị của dầm Timoshenko được viết dưới dạng:

u(x, z, t) = u0(x, t) − (z − h0)θ(x, t); w(x, z, t) = w0(x, t) (2)

trong đó u0(x, t) là chuyển vị dọc trục; w0(x, t) là chuyển vị ngang hoặc độ võng của điểm trên trục

trung hòa; h0 là khoảng cách từ trục trung hòa đến trục x là trục đặt tại mặt giữa của dầm; θ là góc xoay
của tiết diện quanh trục. Bỏ qua ảnh hưởng của chuyển vị dọc trục và hiệu ứng kích thước, Eltaher và

cs. [53] đã xác định được vị trí trục trung hòa cho dầm nano như sau:

h0 =
nh(RE − 1)

2(n + 2)(n + RE)
; RE =

Et

Eb
(3)

Trong nghiên cứu trước [54], các tác giả đã thiết lập được phương trình dao động của dầm nano

FGM nguyên vẹn có dạng

A11
∂2u0

∂x2 − A12
∂2θ

∂x2 − I11
∂2u0

∂t2 + I12
∂2θ

∂t2 + µ

(
I11
∂4u0

∂x2∂t2 − I12
∂4θ

∂x2∂t2

)
= −p + µ

∂2 p
∂x2

A22
∂2θ

∂x2 − A12
∂2u0

∂x2 + A33

(
∂w0

∂x
− θ

)
− I22

∂2θ

∂t2 + I12
∂2u0

∂t2 − µI12
∂4u0

∂x2∂t2 + µI22
∂4θ

∂x2∂t2 = 0

A33

(
∂2w0

∂x2 −
∂θ

∂x

)
− I11

∂2w0

∂t2 + µI11
∂4w0

∂x2∂t2 − Kww0 + µKw
∂2w0

∂x2 = −q + µ
∂2q
∂x2

(4)

và điều kiện biên tương ứng

u0 = 0 or N = A11
∂u0

∂x
− A12

∂θ

∂x
+ µ

(
I11
∂3u0

∂x∂t2 − I12
∂3θ

∂x∂t2 −
∂p
∂x

)
θ = 0 or M = A12

∂u0

∂x
− A22

∂θ

∂x
+ µ

[
I11
∂2w0

∂t2 + I12
∂3u0

∂x∂t2 − I22
∂3θ

∂x∂t2 + Kww0 − q
]

w0 = 0 or Q = A33

(
∂w0

∂x
− θ

)
+ µ

(
I11
∂3w0

∂x∂t2 + Kw
∂w0

∂x
−
∂q
∂x

) (5)
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với A11, A12, A22 và A33 là các độ cứng; I11, I12, I22 lần lượt là các mô men khối lượng

(A11, A12, A22) =
∫
A

E(z)
[
1, z − h0, (z − h0)2

]
dA; A33 =

5
6

∫
A

G(z)dA

(I11, I12, I22) =
∫
A

ρ(z)
[
1, z − h0, (z − h0)2

]
dA

(6)

µ = (e0a)2 là tham số không cục bộ, trong đó e0 là hằng số cho mỗi loại vật liệu; a là chiều dài đặc

trưng bên trong của dầm nano [5].

Điều kiện biên (5) dẫn đến nghịch lý không cục bộ trong bài toán dao động của dầm nano theo

NET. Để khắc phục, sử dụng phép tính biến phân Liên và cs. [51, 52] đã đề xuất dùng dạng yếu của

phương trình chuyển động để thu được điều kiện biên nhất quán biến phân (variational-consistent),

còn gọi là điều kiện biên dạng yếu, có dạng sau:

u0 = 0 or N = A11
∂u0

∂x
− A12

∂θ

∂x
+ µ

(
I11
∂3u0

∂x∂t2 − I12
∂3θ

∂x∂t2 −
∂p
∂x

)
θ = 0 or M = A12

∂u0

∂x
− A22

∂θ

∂x
+ µ

(
I12
∂3u0

∂x∂t2 − I22
∂3θ

∂x∂t2

)
w0 = 0 or Q = A33

(
∂w0

∂x
− θ

)
+ µ

(
I11
∂3w0

∂x∂t2 + Kw
∂w0

∂x
−
∂q
∂x

) (7)

Như vậy, điều kiện biên dạng yếu (7) không có số hạng quán tính µI11∂
2w0/∂t2 so với điều kiện

biên thông thường (5). Kết quả tương tự này đã được Challamel và cs. [47] đề cập đến khi xét dao

động của dầm Euler-Bernoulli đồng nhất.

Sử dụng phép biến đổi Fourier:

{U,Θ,W} =

∞∫
−∞

{u0(x, t), θ(x, t),w0(x, t)} e−iωtdt

{
P̄(x, ω), Q̄(x, ω)

}
=

∞∫
−∞

{p(x, t), q(x, t)} e−iωtdt

(8)

ta nhận được phương trình vi phân dao động trong miền tần số

[
Ā
] {d2z

dx2

}
+

[
B̄
] {dz

dx

}
+

[
C̄
]
{z} = − {q} (9)

và điều kiện biên được thiết lập từ dạng yếu(
N M Q

)T
= [BF] {z} − µ

{
Q̄

}
(10)
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trong đó
[
Ā
]

;
[
B̄
]

;
[
C̄
]

; {z} ; {q} ;
{
Q̄

}
là các ma trận

[
Ā
]
=


A11 − µI11ω

2 −
(
A12 − µI12ω

2
)

0
−

(
A12 − µI12ω

2
)

A22 − µI22ω
2 0

0 0 A33 − µI11ω
2 + µKw

 ;
[
B̄
]
=

0 0 0
0 0 A33
0 −A33 0


[
C̄
]
=


I11ω

2 −I12ω
2 0

−I12ω
2 I22ω

2 − A33 0
0 0 I11ω

2 − Kw

 ; {z} =


U
Θ

W

 ; {q} =


P̄ − µ

d2P̄
dx2

0

Q̄ − µ
d2Q̄
dx2

 ;
{
Q̄

}
=

dP̄/dx
Q̄

dQ̄/dx


(11)

[BF] là toán tử điều kiện biên dạng yếu

[BF] =


(
A11 − µI11ω

2
)
∂x −

(
A12 − µI12ω

2
)
∂x 0(

A12 − µI12ω
2
)
∂x −

(
A22 − µI22ω

2
)
∂x 0

0 −A33
(
A33 − µI11ω

2 + µKw
)
∂x

 (12)

Phương trình dao động tự do của dầm nano Timoshenko FGM có dạng[
Ā
] {d2z

dx2

}
+

[
B̄
] {dz

dx

}
+

[
C̄
]
{z} = {0} (13)

Khi đó, biểu thức nghiệm tổng quát cho bài toán dao động tự do của dầm nano Timoshenko FGM

nguyên vẹn có dạng

{z0(x, ω)} = [G(x, ω)] {C} (14)

trong đó G là ma trận

[G(x, ω)] = [ [G1(x, ω)] [G2(x, ω)] ]

[G1(x, ω)] =


α1ek1 x α2ek2 x α3ek3 x

ek1 x ek2 x ek3 x

β1ek1 x β2ek2 x β3ek3 x

 ; [G2(x, ω)] =


α1e−k1 x α2e−k2 x α3e−k3 x

e−k1 x e−k2 x e−k3 x

−β1e−k1 x −β2e−k2 x −β3e−k3 x

 (15)

α j và β j ( j = 1, 2, 3) là các hệ số

α j =

(
A12 − µI12ω

2
)

k2
j + I12ω

2[
A11 − µI11ω2 + µKu

]
k2

j + I11ω2 − Ku
; β j =

A33k j[
A33 − µI11ω2 + µKw

]
k2

j + I11ω2 − Kw
(16)

k j là số sóng được xác định từ phương trình đặc trưng

det
(
k4

[
Ā
]
+ k2

[
B̄
]
+

[
C̄
])
= 0 (17)

{C} = (C1,C2,C3, C4,C5,C6)T là các hằng số, được xác định từ điều kiện biên tại 2 đầu dầm.

Nghiệm riêng của phương trình (9) liên quan đến tải trọng ngoài {q} có dạng

{
zq(x, ω)

}
=

x∫
0

[H(x − τ, ω)] {q(τ, ω)} dτ (18)
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trong đó [H(x, ω)] là ma trận truyền thỏa mãn phương trình

[
Ā
] [d2H

dx2

]
+

[
B̄
] [dH

dx

]
+

[
C̄
]

[H] = [0] (19)

và điều kiện biên tại đầu trái dầm

[H(0)] = [0];
[
H′(0)

]
=

[
Ā
]−1

(20)

3. Dầm nano FGM có nhiều vết nứt và điều kiện biên

Hình 2. Dầm nano FGM có vết nứt và cặp lò xo đàn hồi tương đương

Đối với dầm nano FGM, vết nứt tại vị trí x = e được mô hình hóa bằng một lò xo dọc trục với độ
cứng kX

e và một lò xo xoắn với độ cứng kZ
e kết nối hai đoạn thanh nguyên vẹn tại tiết diện có vết nứt

(Hình 2). Điều kiện liên tục tại tiết diện có vết nứt là [55] U(e+)
Θ(e+)

W′x(e+)

 −
 U(e−)
Θ(e−)

W′x(e−)

 =
γ1 0 0

0 γ2 0
0 γ2 0


U′x(e)
Θ′x(e)
W′x(e)

 (21)

với

γ1 = A11/kX
e ; γ2 = A22/kZ

e (22)

Các tham số γ1, γ2 được gọi là tham số độ lớn vết nứt, nó phụ thuộc các tham số vật liệu như mô

đun đàn hồi Young, hệ số nở ngang Poisson, chỉ phần thể tích và tham số hình học như tỷ số giữa độ

sâu vết nứt và chiều cao dầm, ...

γ1 = 2π(1 − ν2)hφ1 (RE , n) f1
(a
h

)
; γ2 = 6π(1 − ν2)hφ2 (RE , n) f2

(a
h

)
(23)

trong đó φ1 và φ2 là các hàm của tham số vật liệu FGM; f1 và f2 là các hàm thực nghiệm được xác

định theo Cơ học phá hủy [55].

Nghiệm riêng của phương trình (13) thỏa mãn điều kiện biên trái tại x = 0 là vế phải của (21)

được biểu diễn dưới dạng [52]

{zc(x, ω)} = [ḠC(x, ω)]{z′0(e)} (24)

trong đó [ḠC(x, ω)] và {z′0(e)} là các ma trận

[ḠC(x, ω)]3×3 =

α1 cosh k1x α2 cosh k2x α3 cosh k3x
cosh k1x cosh k2x cosh k3x
β1 sinh k1x β2 sinh k2x β3 sinh k3x


 α1 α2 α3

1 1 1
β1k1 β2k2 β3k3


−1 γ1 0 0

0 γ2 0
0 γ2 0

 (25)

và

{z′0(e)} =
(
U′x(e) Θ′x(e) W′x(e)

)T
(26)
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Đưa vào ma trận hàm số

[GC(x, ω)]3×3 =


[
ḠC(x, ω)

]
: x > 0

[0] : x ≤ 0
(27)

và áp dụng nguyên lý chồng chất nghiệm, ta nhận được nghiệm phương trình (13) cho dầm nano có

một vết nứt như sau

{zc(x, ω)} = {z0(x, ω)} + [GC(x − e, ω)]
{
z′0(e)

}
(28)

trong đó số hạng đầu tiên là nghiệm phương trình dao động tự do của dầm nano FGM nguyên vẹn, số

hạng thứ hai là do vết nứt tại vị trí e. Dựa trên quan hệ hồi quy trên đây, ta nhận được nghiệm phương

trình (4) cho dầm nano có nhiều vết nứt như sau:

{zc(x, ω)} =

[G(x, ω)] +
nc∑
j=1

[
GC(x − e j)

] [
χ̄ j

] {C} = [
Ψ̄ (x, ω)

]
{C} (29)

trong đó [
Ψ̄ (x, ω)

]
3×6
= [G(x, ω)] +

nc∑
j=1

[
GC(x − e j)

] [
χ̄ j

]
(30)

và
[
χ̄ j

]
là ma trận hằng số

[
χ̄ j

]
3×6
=

[
G′(e j)

]
+

j−1∑
k=1

[
G′C(e j − ek)

] [
χ̄k

]
; j = 1, 2, 3, . . . , n (31)

Nghiệm đầy đủ của phương trình (9) cho dầm nano FGM có nhiều vết nứt chịu tải trọng ngoài có

dạng sau:

{zc(x, ω)} =
[
Ψ̄ (x, ω)

]
{C} −

{
zq(x, ω)

}
(32)

Điều kiện biên (10) có thể viết dưới dạng:

{B0 (zc) |x=0} = µ
{
Q̃0

}
; {BL (zc) |x=L} = µ

{
Q̃L

}
(33)

với [B0], [BL] là các ma trận toán tử 3× 3. Do số hạng thứ hai của (29) và nghiệm riêng (18) thỏa mãn

điều kiện biên bằng 0 tại biên trái x = 0 nên khi áp điều kiện biên thứ nhất của (33) vào số hạng thứ

nhất của (29), ta có

[B0] {z0} = [B01] {C0} + [B02] {CL} = µ
{
Q̃0

}
(34)

với các hằng số {C0} = (C1,C2,C3)T ; {CL} = (C4,C5,C6)T và các ma trận

[B01(ω)] = [B0 (G1(x, ω)) |x=0 ] ; [B02(ω)] = [B0 (G2(x, ω)) |x=0 ] (35)

Khử {C0} từ (34) ta nhận được

{C0} = [B01]−1µ
{
Q̃0

}
− [B01]−1 [B02] {CL} (36)

Do đó nghiệm {z0(x)} có thể viết dưới dạng

{z0(x, ω)} = [G1(x, ω)] [B01]−1 µ
{
Q̃0

}
+ [G0(x, ω)] {CL} (37)
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trong đó [G0(x, ω)] là ma trận

[G0(x, ω)] = [G2(x, ω)] − [G1(x, ω)] [B01]−1 [B02] (38)

Từ đó ta nhận được biểu thức nghiệm chính xác của (9) có dạng

{z̃c(x, ω)} = µ [G1(x, ω)] [B01]−1
{
Q̃0

}
+ [G0(x, ω)] {CL}

+

nc∑
j=1

[
GC

(
x − e j

)] [
χ j

]
{CL} −

{
zq(x, ω)

} (39)

Biểu thức nghiệm (39) gồm bốn số hạng: số hạng thứ nhất thể hiện ảnh hưởng của điều kiện biên

bên trái, số hạng thứ hai thể hiện đáp ứng tần số của dầm nguyên vẹn, số hạng thứ ba là ảnh hưởng

của vết nứt, số hạng cuối là nghiệm riêng tương ứng với dạng tải trọng ngoài cho trước.

Áp điều kiện biên bên phải dầm (33) cho nghiệm (39), ta nhận được phương trình xác định các

hằng số {CL} như sau:[BL0(ω)] +
nc∑
j=1

[
BLḠ

(
e j

)] [
χ j

] {CL} =
{
bLq(ω)

}
+ µ

({
Q̃L

}
− [BL1] [B01]−1

{
Q̃0

})
(40)

trong đó

[BL0(ω)] =
[
BL (G0(x, ω))|x=L

]
;

[
BLḠ

(
e j

)]
=

[
BL

(
G

(
x − e j

))∣∣∣∣
x=L

]
(41)

và {
bLq(ω)

}
=

{
BL

(
zq(x, ω)

)∣∣∣∣
x=L

}
; [BL1] =

[
BLG1(x, ω)|x=L

]
(42)

Giải phương trình (40), ta xác định được hằng số {CL}, từ đó ta nhận được nghiệm đầy đủ của

phương trình dao động cưỡng bức của dầm nano FGM có nhiều vết nứt.

4. Kết quả số và thảo luận

Dưới đây, ta sẽ sử dụng các đại lượng tần số, độ võng, góc xoay, mô men và lực cắt không thứ

nguyên như sau:

λi = ωiL2
√
ρmAm

EmI
; I =

bh3

12
; µ∗ =

(e0a
h

)2
; kw =

KwL4

EmI
; w∗ =

A22w
qL4 ; θ∗ =

A22θ

qL3 ; M∗ =
M

qL2 ; Q∗ =
Q
qL
(43)

Bảng 1 là so sánh tần số dao động cơ bản không thứ nguyên của dầm nano FGM nguyên vẹn có

hai đầu ngàm với kết quả số của Aria và Friswell [50] sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn với 26

phần tử theo các tham số không cục bộ µ∗, tham số vật liệu n và tỷ số chiều dài/chiều cao dầm L/h
khác nhau. Sự trùng hợp hoàn toàn của các kết quả tính cũng thu được với các điều kiện biên khác

như hai đầu khớp, công xôn và đầu ngàm - đầu khớp. Bảng 2 là kết quả so sánh ba tần số không thứ

nguyên đầu tiên của dầm nano hai đầu khớp có một vết nứt tại tiết diện giữa nhịp với các tham số vết

nứt và tham số không cục bộ khác nhau với kết quả đã công bố của Torabi và Dasgerdi [29]. Ta nhận

thấy sai số giữa các kết quả là rất bé, chấp nhận được. Các kết quả kiểm chứng trên đây đã khẳng định

độ chính xác và tin cậy của nghiệm đề xuất.

Xét dầm nano FGM với các tham số vật liệu [53]: mặt dưới là kim loại với Eb = 70 Gpa, Gb = 26
Gpa, ρb = 2700 kg/m3; mặt trên là gốm với Et = 393 Gpa, Gt = 157 Gpa, ρt = 3960 kg/m3; hệ số
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Bảng 1. So sánh tần số cơ bản không thứ nguyên của dầm nano FGM

µ∗
n = 0,1 n = 0,5 n = 1 n = 2 n = 5

Bài báo Tài liệu [50] Bài báo Tài liệu [50] Bài báo Tài liệu [50] Bài báo Tài liệu [50] Bài báo Tài liệu [50]

L/h = 20

0 7,4477 7,4477 8,8199 8,8199 9,4292 9,4292 10,0175 10,0175 10,7850 10,7850

1 7,3363 7,3363 8,6877 8,6877 9,2878 9,2878 9,8673 9,8673 10,6233 10,6233

2 7,2295 7,2295 8,5611 8,5611 9,1524 9,1524 9,7234 9,7234 10,4685 10,4685

3 7,1271 7,1271 8,4396 8,4396 9,0225 9,0225 9,5855 9,5855 10,3201 10,3201

4 7,0288 7,0288 8,3231 8,3231 8,8979 8,8979 9,4530 9,4530 10,1776 10,1776

5 6,9344 6,9344 8,2111 8,2111 8,7781 8,7781 9,3258 9,3258 10,0406 10,0406

L/h = 100

0 7,5736 7,5736 8,9527 8,9527 9,5628 9,5628 10,1555 10,1555 10,9378 10,9378

1 7,5689 7,5689 8,9472 8,9472 9,5569 9,5569 10,1493 10,1493 10,9311 10,9311

2 7,5643 7,5643 8,9417 8,9417 9,5511 9,5511 10,1431 10,1431 10,9243 10,9243

3 7,5596 7,5596 8,9363 8,9363 9,5452 9,5452 10,1369 10,1369 10,9176 10,9176

4 7,5550 7,5550 8,9308 8,9308 9,5394 9,5394 10,1307 10,1307 10,9110 10,9110

5 7,5504 7,5504 8,9253 8,9253 9,5335 9,5335 10,1245 10,1245 10,9043 10,9043

Bảng 2. So sánh 3 tần số không thứ nguyên đầu tiên của dầm nano hai đầu khớp có 1 vết nứt tại giữa nhịp

µ∗ λi Bài báo Tài liệu [29] Bài báo Tài liệu [29] Bài báo Tài liệu [29] Bài báo Tài liệu [29]

K = 0 K = 0,065 K = 0,35 K = 2

0,0

1 3,1252 3,1252 2,9379 2,9379 2,3533 2,3533 1,3055 1,3055

2 6,1583 6,1583 6,1583 6,1583 6,1583 6,1583 6,1583 6,1583

3 9,0327 9,0328 8,5535 8,5536 7,3534 7,3535 6,3927 6,3928

K = 0 K = 0,065 K = 0,35 K = 2

2,0

1 2,8795 2,8795 2,729 2,729 2,2387 2,2387 1,2842 1,2842

2 4,9225 4,9225 4,9225 4,9225 4,9225 4,9225 4,9225 4,9225

3 6,4221 6,4222 6,1819 6,182 5,586 5,5861 5,2077 5,2078

K = 0 K = 0,065 K = 0,35 K = 2

4,0

1 2,4744 2,4744 2,3682 2,3682 2,0091 2,0091 1,2293 1,2293

2 3,8024 3,8024 3,8024 3,8024 3,8024 3,8024 3,8024 3,8024

3 4,6086 4,6087 4,4652 4,4653 4,2535 4,2536 3,9264 3,9265

K = 0 K = 0,065 K = 0,35 K = 2

6,0

1 2,1494 2,1494 2,0679 2,0679 1,7907 1,7907 1,1586 1,1586

2 3,1755 3,1755 3,1755 3,1755 3,1755 3,1755 3,1755 3,1755

3 3,9211 3,9212 3,8037 3,8038 3,5114 3,5115 3,2633 3,2634

Poisson không đổi v = 0,3 các tham số hình học: h = 1 nm, b = h, L = 10h. Dầm chịu tải trọng phân

bố đều với tần số lực kích động là 1000 Hz.

Hình 3 thể hiện độ võng (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM có n = 2,
hai đầu gối tựa, chịu tải trọng phân bố đều trên nền đàn hồi với kw = 25 và các hệ số µ∗ = 0, 2, 4. Dầm
có vết nứt tại vị trí giữa nhịp với tỷ lệ độ sâu/chiều cao dầm a/h = 20%. Từ các hình vẽ, ta nhận thấy

độ võng và góc xoay của dầm tăng lên (khoảng 15% tại giữa nhịp) trong khi mô men và lực cắt giảm

khi hệ số không cục bộ tăng. Nếu không có nền đàn hồi thì mô men và lực cắt không thay đổi theo

µ∗. Hình 4 thể hiện độ võng của dầm nano FGM với các điều kiện biên gối tựa – gối tựa (a), ngàm –

ngàm (b), ngàm – tự do (công xôn) (c) và ngàm – gối tựa (d) chịu tải trọng phân bố đều trên nền đàn
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(a) Biểu đồ chuyển vị (b) Biểu đồ góc xoay

(c) Biểu đồ mô men (d) Biểu đồ lực cắt

Hình 3. Chuyển vị (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM hai đầu gối tựa chịu tải trọng

phân bố đều trên nền đàn hồi với các hệ số không cục bộ khác nhau µ∗ = 0, 2, 4

hồi kw = 25 với các hệ số không cục bộ khác nhau µ∗ = 0, 2, 4. Dầm có vết nứt tại vị trí giữa nhịp với

tỷ lệ độ sâu/chiều cao dầm a/h = 20%. Từ các hình vẽ, ta nhận thấy độ võng của dầm tăng lên khi hệ

số không cục bộ tăng ngay cả đối với dầm công xôn. Điều đó thể hiện rằng điều kiện biên dạng yếu

đề xuất (7) đã khắc phục được nghịch lý không cục bộ. Trong các khảo sát tiếp theo, ta chỉ xét trường

hợp điều kiện biên dầm gối tựa hai đầu cho đơn giản.

(a) Gối tựa - gối tựa (b) Ngàm - ngàm
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(c) Ngàm - tự do (d) Ngàm - gối tựa

Hình 4. Độ võng của dầm nano FGM với các điều kiện biên khác nhau chịu tải trọng phân bố đều

trên nền đàn hồi với các hệ số không cục bộ khác nhau µ∗ = 0, 2, 4

(a) Biểu đồ chuyển vị (b) Biểu đồ góc xoay

(c) Biểu đồ mô men (d) Biểu đồ lực cắt

Hình 5. Chuyển vị (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM hai đầu gối tựa có

một vết nứt chịu tải trọng phân bố đều trên nền đàn hồi vớicác hệ số chỉ phần thể tích n = 0,2; 2; 20

Hình 5 thể hiện độ võng (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM có hệ số

không cục bộ µ∗ = 2, hai đầu gối tựa, chịu tải trọng phân bố đều trên nền đàn hồi với kw = 25 và các
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hệ số chỉ phần thể tích n = 0,2; 2; 20. Dầm có vết nứt tại vị trí giữa nhịp với tỷ lệ độ sâu/chiều cao

dầm a/h = 20%. Có thể thấy độ võng, góc xoay, mô men uốn và lực cắt của dầm đều giảm đi rõ rệt

(khoảng 70% tại giữa nhịp) khi hệ số chỉ phần thể tích tăng. Nếu không có nền đàn hồi thì mô men

và lực cắt không thay đổi theo n. Hình 6 thể hiện độ võng (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt

(d) của dầm nano FGM có hệ số không cục bộ µ∗ = 2, hệ số chỉ phần thể tích n = 2, hai đầu gối tựa,
chịu tải trọng phân bố đều trên nền đàn hồi với kw = 25 và các tỷ số mô đun đàn hồi mặt trên và dưới

Et/Eb = 0,1; 5; 50. Dầm có vết nứt tại vị trí giữa nhịp với tỷ lệ độ sâu/chiều cao dầm a/h = 20%.

Ta thấy độ võng, góc xoay, mô men uốn và lực cắt của dầm đều tăng lên rõ rệt (gấp hai lần tại giữa

nhịp) khi tỷ số mô đun đàn hồi trên và mặt dưới tăng. Nếu không có nền đàn hồi thì mô men và lực

cắt không thay đổi theo tỷ số Et/Eb.

(a) Biểu đồ chuyển vị (b) Biểu đồ góc xoay

(c) Biểu đồ mô men (d) Biểu đồ lực cắt

Hình 6. Chuyển vị (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM hai đầu gối tựa có 1 vết nứt

chịu tải trọng phân bố đều trên nền đàn hồi với tỷ số mô đun đàn hồi mặt dưới và trên Eb/Et = 0,1; 5; 50

Hình 7 thể hiện độ võng (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM có hệ số

không cục bộ µ∗ = 2, hệ số chỉ phần thể tích n = 2, hai đầu gối tựa, chịu tải trọng phân bố đều trên
nền đàn hồi với các hệ số nền kw = 0, 25, 50. Dầm có vết nứt tại vị trí giữa nhịp với tỷ lệ độ sâu/chiều

cao dầm a/h = 20%. Ta nhận thấy độ võng, góc xoay, mô men uốn và lực cắt của dầm đều giảm đi rõ

rệt (hơn một nửa tại giữa nhịp) khi hệ số nền đàn hồi tăng lên. Hình 8 thể hiện độ võng (a), góc xoay

(b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM có hệ số không cục bộ µ∗ = 2, hệ số chỉ phần thể
tích n = 2, hai đầu gối tựa, chịu tải trọng phân bố đều trên nền đàn hồi với 1 vết nứt tại giữa nhip với
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các tỷ lệ độ sâu/chiều cao dầm thay đổi a/h = 0, 20%, 40%. Ta nhận thấy độ võng, góc xoay của dầm

tăng lên rõ rệt (khoảng 35% tại giữa nhịp) trong khi mô men uốn và lực cắt giảm khi độ sâu vết nứt

tăng lên. Nếu không có nền đàn hồi thì mô men và lực cắt không thay đổi theo độ sâu vết nứt. Hình 9

thể hiện độ võng (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM có hệ số không cục

bộ µ∗ = 2, hệ số chỉ phần thể tích n = 2, hai đầu gối tựa, chịu tải trọng phân bố đều trên nền đàn hồi

(a) Biểu đồ chuyển vị (b) Biểu đồ góc xoay

(c) Biểu đồ mô men (d) Biểu đồ lực cắt

Hình 7. Chuyển vị (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM hai đầu gối tựa có 1 vết nứt

chịu tải trọng phân bố đều trên nền đàn hồi với hệ số nền đàn hồi không thứ nguyên kw = 0; 25; 50

(a) Biểu đồ chuyển vị (b) Biểu đồ góc xoay
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(c) Biểu đồ mô men (d) Biểu đồ lực cắt

Hình 8. Chuyển vị (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM hai đầu gối tựa chịu tải trọng

phân bố đều trên nền đàn hồi có 1 vết nứt tại giữa nhịp, độ sâu vết nứt thay đổi: a/h = 0; 20%; 40%

(a) Biểu đồ chuyển vị (b) Biểu đồ góc xoay

(c) Biểu đồ mô men (d) Biểu đồ lực cắt

Hình 9. Chuyển vị (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM hai đầu gối tựa có 1 vết nứt

tại giữa nhịp, độ sâu 20% chịu tải trọng phân bố đều trên nền đàn hồi với các tần số kích động khác nhau

với các tần số thay đổi f = (0,1; 0,5; 1) × 107 Hz, dầm có 1 vết nứt tại vị trí giữa nhịp với tỷ lệ độ

sâu/chiều cao dầm a/h = 20%. Ta nhận thấy độ võng và mô men uốn tăng lên (khoảng 10% tại giữa
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nhịp) trong khi góc xoay và lực cắt của dầm tăng chậm hơn khi tần số lực tác động tăng lên.

Hình 10 thể hiện độ võng (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM có hệ

số không cục bộ µ∗ = 2, hệ số chỉ phần thể tích n = 2, hai đầu gối tựa, chịu tải trọng phân bố đều trên
nền đàn hồi với số lượng 4 vết nứt tại các vị trí x/L = 0,2; 0,4; 0,5; 0,8 tỷ lệ độ sâu/chiều cao dầm

a/h = 20%. Ta nhận thấy độ võng, góc xoay tăng lên (khoảng 17% tại giữa nhịp) trong khi mô men

uốn và lực cắt của dầm giảm đi hơn khi số lượng vết nứt tăng lên.

(a) Biểu đồ chuyển vị (b) Biểu đồ góc xoay

(c) Biểu đồ mô men (d) Biểu đồ lực cắt

Hình 10. Chuyển vị (a), góc xoay (b), mô men (c) và lực cắt (d) của dầm nano FGM hai đầu gối tựa chịu tải

trọng phân bố đều trên nền đàn hồi với số lượng vết nứt từ 0 đến 4, độ sâu các vết nứt đều là 0,2

5. Kết luận

Bài báo đã trình bày lời giải nghiệm chính xác cho bài toán dao động cưỡng bức của dầm nano

FGM có nhiều vết nứt với các điều kiện biên bất kỳ. Mô hình vết nứt gồm hai lò xo đàn hồi có độ

cứng phụ thuộc độ sâu vết nứt. Phương trình dao động được thiết lập dựa trên nguyên lý Hamilton,

NET và lý thuyết dầm Timoshenko với các điều kiện biên khác nhau được thiết lập từ dạng yếu của

phương trình vi phân dao động đã khắc phục được nghịch lý không cục bộ. So sánh kết quả số với các

kết quả đã công bố của các tác giả khác đã khẳng định độ tin cậy của nghiệm đề xuất. Từ đó, các tác

giả đã nghiên cứu chi tiết dao động cưỡng bức của dầm nano FGM có nhiều vết nứt theo các tham số

hình học, vật liệu, vết nứt khác nhau và rút ra các kết luận:
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Độ võng, góc xoay, mô men uốn và lực cắt của dầm nano FGM tăng lên khi tham số chỉ số phần

thể tích n, tỷ số mô đun đàn hồi mặt trên và mặt dưới Et/Eb, tần số kích động tăng lên. Ngược lại độ

võng và góc xoay tăng lên trong khi mô men uốn và lực cắt giảm đi khi tham số không cục bộ, độ sâu

vết nứt, tần số tải trọng ngoài tăng lên. Đồng thời nền đàn hồi làm giảm độ võng, góc xoay, mô men

uốn và lực cắt trong dầm.

Nếu không có nền đàn hồi thì mô men và lực cắt không thay đổi theo các tham số không cục bộ

µ∗, chỉ phần thể tích n, tỷ số Et/Eb và độ sâu vết nứt. Đối với các điều kiện biên ngàm 2 đầu hoặc

công xôn ta cũng nhận được kết luận tương tự.

Các nhận xét trên đây rất hữu ích cho bài toán nhận dạng vết nứt trong các kết cấu nano FGM

thông qua đo đạc các phản ứng động của kết cấu chịu tải trọng cưỡng bức. Nghiên cứu này là bước

đầu cho các nghiên cứu tiếp theo về các kết cấu nano FGM khác như dầm liên tục, khung nano phức

tạp hơn.
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