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Tóm tắt

Bài báo này tập trung phân tích ứng xử phi tuyến tĩnh của dầm có cơ tính biến đổi theo hai phương (2D-FG),

đặt trên nền đàn hồi và chịu tác dụng của lực phân bố đều hoặc phân bố dạng hình sin bằng phương pháp phần

tử hữu hạn. Vật liệu dầm bao gồm hai thành phần chính là gốm và kim loại, với các đặc trưng cơ học biến đổi

liên tục theo chiều cao và chiều dài của dầm. Quan hệ giữa biến dạng và chuyển vị được xây dựng dựa trên lý

thuyết biến dạng trượt bậc cao với ba ẩn chuyển vị, có kể đến phi tuyến hình học Von Kármán. Quan hệ giữa

ứng suất và biến dạng tuân theo định luật Hooke. Phần tử dầm hai điểm nút với các hàm nội suy tuyến tính và

bậc ba được sử dụng để rời rạc và xây dựng hệ phương trình cân bằng tĩnh phi tuyến cho dầm. Hệ phương trình

cân bằng phi tuyến tĩnh được giải trên cơ sở phương pháp lặp Newton–Raphson. Độ tin cậy của mô hình được

kiểm chứng qua kết quả so sánh với các tác giả đã công bố. Ảnh hưởng của một số yếu tố hình học, vật liệu và

điều kiện biên đến độ võng của dầm được khảo sát và thảo luận chi tiết.

Từ khoá: phân tích phi tuyến; phân tích tĩnh; dầm; 2D-FGM; sandwich; phần tử hữu hạn.

NONLINEAR STATIC ANALYSIS OF BIDIRECTIONAL FUNCTIONALLY GRADED BEAMS ON AN

ELASTIC FOUNDATION

Abstract

This paper focuses on analyzing the nonlinear static behavior of beams with mechanical properties varying in

two directions (2D-FG), resting on an elastic foundation and subjected to uniform distributed or sinusoidally

distributed forces by finite element method. Beam materials include two components, ceramic and metal, with

mechanical properties that continuously change according to the thickness and length directions of the beam.

The relationship between deformation and displacement is built based on the theory of high-order shear defor-

mation with three unknown displacements, and includes Von Kármán geometric nonlinearity. The relationship

between stress and strain obeys Hooke’s law. Two-nodal beam elements with linear and cubic interpolation

functions are used to discretize the domain and establish static nonlinear equilibrium equations for the beam.

The nonlinear equilibrium equations are solved by using the Newton–Raphson iterative method. The reliability

of the model is verified through comparison results with data in literature. The influences of geometric param-

eters, materials parameters and boundary conditions on the deflection of beams are investigated and discussed

in detail.

Keywords: nonlinear; static analysis; beam; 2D-FGM; sandwich; FEM.
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1. Giới thiệu

Vật liệu có cơ tính biến thiên (function graded materials - FGMs) đã được các nhà khoa học Nhật

bản nghiên cứu lần đầu tiên vào năm 1984 [1], đây là loại vật liệu được tạo nên từ hai hay nhiều vật

liệu thành phần, thường là gốm và kim loại. FGMs có cơ tính biến đổi trơn, liên tục trong không gian

kết cấu theo một phương (1D-FG), hai phương (2D-FG), thậm chí đa phương, và có nhiều ưu điểm

nổi trội so với vật liệu composite thông thường, như chịu được nhiệt độ cao nhờ mặt giàu gốm, tăng
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tính dẻo nhờ tỉ phần kim loại cao, khắc phục được hiện tượng bong, tách lớp, do vậy nó được ứng

dụng nhiều trong kỹ thuật như động cơ đốt trong trong hàng không vũ trụ, vít cố định xương trong y

học, xe đạp, vợt tennis trong thể thao [2].

Nghiên cứu ứng xử cơ học của các kết cấu được làm từ FGMs đã và đang nhận được sự quan tâm

của nhiều nhà khoa học khắp nơi trên thế giới, điển hình là các cấu kiện cơ bản như dầm, tấm, vỏ. Có

nhiều nghiên cứu phân tích tuyến tính hoặc phi tuyến về ứng xử tĩnh, dao động riêng, dao động cưỡng

bức cho các kết cấu này với hai phương pháp tính toán chủ yếu được sử dụng là giải tích và lời giải

số. Một số nghiên cứu tuyến tính đã tập trung phân tích về ứng xử của kết cấu 1D-FG như Vo [3, 4],

Chinh [5] và Yarasca [6] đã phân tích uốn và ổn định tĩnh cho dầm sandwich, sử dụng lý thuyết bậc

cao, phương pháp giải tích và phần tử hữu hạn (PTHH). Về ứng xử của dầm trên nền đàn hồi đã được

một số tác giả nghiên cứu, Phuong [7] sử dụng phương pháp giải tích phân tích uốn tĩnh cho dầm có

lỗ rỗng, Tossapanon [8] phân tích ổn định tĩnh và dao động riêng cho dầm 1D-FG sandwich với mô

hình nền đàn hồi hai hệ số, Su [9] đã phân tích tĩnh và dao động riêng cho dầm sandwich với việc sử

dụng khai triển chuỗi Fourier và các điều kiện biên khác nhau. Bên cạnh đó, ứng xử phi tuyến của

dầm FG cũng đã được một số nhà khoa học quan tâm nghiên cứu, Zhang [10], Kien [11] và Srikarun

[12] đã phân tích uốn tĩnh phi tuyến cho dầm 1D-FG, dầm sandwich có lỗ rỗng, có xét đến vị trí của

mặt trung hoà. Kien [13, 14] đã phân tích phi tuyến tĩnh của dầm Euler-Bernoulli. Hung [15] đã sử

dụng phương pháp không lưới để phân tích uốn tĩnh phi tuyến cho dầm sandwich có lỗ rỗng.

Các kết cấu 1D-FG có nhiều ưu điểm và đã được ứng dụng nhiều trong thực tế kỹ thuật [2], tuy

nhiên để đáp ứng đầy đủ hơn các yêu cầu của ứng dụng, cần có các kết cấu có nhiều ưu điểm hơn

nữa, như kết cấu có cơ tính biến đổi theo hai phương hoặc nhiều phương. Trong nhiều trường hợp,

việc này trở thành yếu tố quyết định giữa thành công và thất bại trong triển khai công nghệ. Mặc dù

đã có những nghiên cứu tiên tiến về FGMs, tuy nhiên, còn nhiều tiềm năng chưa được khám phá đầy

đủ. Sự mở rộng phạm vi nghiên cứu đến kết cấu 2D-FG không chỉ là một bước quan trọng để hiểu sâu

hơn về tính chất của vật liệu mà còn là chìa khóa mở ra các ứng dụng rộng lớn trong thực tế. Gần đây

việc nghiên cứu về ứng xử cho kết cấu 2D-FG cũng đã nhận được sự quan tâm nhiều nhà khoa học.

Karamanlı [16] đã phân tích ứng xử uốn tĩnh của dầm sandwich có cơ tính biến đổi hai phương theo

quy luật luỹ thừa. Şimşek [17] đã phân tích ổn định tĩnh của dầm có cơ tính biến đổi theo hai phương

với các điều kiện biên khác nhau. Le [18] đã phân tích dao động riêng và ổn định của dầm 2D-FG

sandwich, sử dụng phương pháp PTHH với phần tử được làm giàu. Cong Ich [19] đã phân tích dao

động riêng cho dầm 2D-FG sandwich tựa một phần trên nền đàn hồi với lý thuyết biến dạng trượt bậc

cao dạng lượng giác. Le [20] đã phân tích dao động riêng phi tuyến của dầm sandwich có cơ tính biến

đổi theo hai phương với ba thành phần vật liệu, đặt trên nền đàn hồi không liên tục.

Dựa trên nghiên cứu tổng quan và kiến thức cũng như sự hiểu biết của tác giả, cho thấy hiện nay

vẫn chưa có nghiên cứu nào tập trung vào phân tích phi tuyến tĩnh của dầm 2D-FG trên đàn hồi chịu

tải trọng phân bố với các quy luật khác nhau. Do đó, trong nghiên cứu này, một mô hình phần tử dầm

hai điểm nút, mỗi nút năm bậc tự do được đề xuất để để phân tích các đặc tính phi tuyến hình học của

dầm 2D-FG trên nền đàn hồi. Ứng xử phi tuyến tĩnh của dầm 2D-FG được khảo sát thông qua đường

cong tải trọng - độ võng. Các ví dụ so sánh được thực hiện để khẳng định tính chính xác và độ tin cậy

của mô hình. Bên cạnh đó, ảnh hưởng của các tham số vật liệu, tham số hình học và điều kiện biên

đến ứng xử phi tuyến tĩnh của dầm 2D-FGM cũng được khảo sát. Các nhận xét, đánh giá và kết luận

được rút ra từ kết quả của bài báo sẽ có ý nghĩa trong việc nghiên cứu trên cùng lĩnh vực.

2. Mô hình dầm 2D-FG

Trong bài báo này, xét dầm 2D-FG có chiều dài L, chiều rộng b và chiều cao h như trên Hình 1.

Dầm nằm hoàn toàn trên nền đàn hồi, được liên kết tại hai đầu của dầm và chịu tác dụng của lực phân
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bố q(x) vuông góc với trục của dầm. Sử dụng mô hình nền đàn hồi Pasternak hai hệ số, bao gồm hệ

số nền Winkler là kW và hệ số nền Pasternak là kG.

Vật liệu của dầm được cấu tạo từ hai vật liệu thành phần là gốm và kim loại. Tỷ phần thể tích

Vc,Vm của các vật liệu thành phần trong các lớp biến đổi theo hai phương z và x theo quy luật luỹ thừa
như sau [16]:

Vc =

(
1
2
+

z
h

)pz (
1 −

x
2L

)px

,Vm = 1 − Vc (1)

trong đó, px và pz có giá trị không âm là số mũ của quy luật phân bố vật liệu. Các chỉ số c,m lần lươṭ

là ký hiệu cho vật liệu gốm và kim loại.

Hình 1. Mô hình dầm 2D-FG trên nền đàn hồi

Ký hiệu P (x, z) đại diện chung cho các đặc trưng cơ học của vật liệu dầm 2D-FG, bao gồm mô

đun đàn hồi E (x, z), hệ số Poisson ϑ(x, z) và đươc̣ xác định theo mô hình Voigt bởi biểu thức sau:

P (x, z) = PcVc + PmVm (2)

(a) Vc (x, z) ,Vm (x, z) (b) E(x, z)

Hình 2. Sư ̣ biến thiên tỷ phần thể tích và mô đun đàn hồi của dầm 2D-FG

TrênHình 2 là sư ̣biến thiên của các tỷ phần thể tíchVc (x, z),Vm (x, z) vàmô đun đàn hồi E(x, z) của
dầm 2D-FG theo hai phương x và z. Ở đây, px = pz = 0,5 và vật liệu gốm là Al2O3 có Ec = 380 GPa,
vật liệu kim loại là Al có Em = 70 GPa.
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3. Các hệ thức cơ bản

3.1. Biểu diêñ toán học

Trường chuyển vị trong dầm tại điểm có toạ độ (x, z) đươc̣ xác định theo lý thuyết biến dạng trươṭ
bậc cao của Shimpi [21]:

u =
{

u
w

}
=

{
u0 − zwb,x − f (z) ws,x

wb + ws

}
(3)

trong đó, u và w là các thành phần chuyển vị theo phương x và z, wb và ws là các thành phần chuyển vị

theo phương z do biến dạng uốn và biến dạng trươṭ. Các thành phần đạo hàm wb,x =
∂wb

∂x
, ws,x =

∂ws

∂x

và f (z) =
4z3

3h2 .

Trường biến dạng trong dầm khi kể đến tính phi tuyến hình học Von Kámán đươc̣ xác định theo

biểu thức:

ε =
{
εx γxz

}T
, εx =

∂u
∂x
+

1
2

(
∂w
∂x

)2

, γxz =
∂u
∂z
+
∂w
∂x

(4)

Thay biểu thức (3) vào biểu thức (4) nhận đươc̣:

ε = εL + εNL (5)

ở đây, εL và εNL lần lươṭ là các thành phần biến dạng tuyến tính và phi tuyến và đươc̣ xác định bởi

biểu thức sau:

εL =

{
u0,x
0

}
− z

{
wb,xx

0

}
− f

{
ws,xx

0

}
+ g

{
0

ws,x

}
, g = 1 − f ′

εNL =
1
2

(
∂w
∂x

)2

=
1
2

{ (
wb,x + ws,x

)2

0

} (6)

Trường ứng suất đươc̣ xác định theo định luật Hooke:

σ =
{
σx σxz

}T
=

 E (x, z) 0

0
E (x, z)

2 [1 + ϑ (x, z)]

 ε = Qε (7)

Hệ phương trình cân bằng của dầm đươc̣ xác định theo nguyên lý cưc̣ tiểu thế năng toàn phần:

δU + δU f − δW = 0 (8)

trong đó δU, δU f và δW lần lươṭ là biến phân thế năng biến dạng đàn hồi của dầm, biến phân thế năng

biến dạng của nền và công của lưc̣ ngoài q (x) , đươc̣ xác định bởi:

δU =
∫
Ω

δεTσdΩ, δW =
∫

L
q (x) δwdx

δU f =

∫
L

(
kWwδw + kGw,xδw,x

)
dx

(9)

trong đóΩ là thể tích của dầm.
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3.2. Công thức phần tử hữu hạn

Sử dụng phần tử dầm hai điểm nút với 5 bậc tư ̣ do mỗi nút, bao gồm u0,wb,ws,wb,x và ws,x như

trên Hình 3. Véc tơ chuyển vị nút de của phần tử có dạng:

de
10×1
=

[
dT

m dT
b dT

s

]T
(10)

trong đó,

dm
2×1
=

{
u01 u02

}T
, db

4×1
=

{
wb1 wb1,x wb2 wb2,x

}T

ds
4×1
=

{
ws1 ws1,x ws2 ws2,x

}T (11)

Hình 3. Mô hình phần tử dầm hai điểm nút với 10 bậc tư ̣ do

Các thành phần chuyển vị trên mặt trung bình của dầm đươc̣ xấp xỉ theo chuyển vị nút phần tử

thông qua các hàm dạng bởi công thức sau:

u0 = Ndm, wb = Hdb, ws = Hds

N =
[

N1 N2
]
, H =

[
H1 H2 H3 H4

] (12)

trong đó,

N1 = 1 − ξ, N2 = ξ, H1 = 1 − 3ξ2 + 2ξ3

H2 = 1 − 2ξ + ξ2, H3 = 3ξ2 − 2ξ3, H4 = −ξ + ξ
2 (13)

ở đây, ξ =
x̃

Le
là toạ trong hệ toạ độ tư ̣ nhiên của phần tử, ξ ∈ [0; 1] , x̃ là toạ độ trong hệ toạ độ địa

phương của phần tử và Le là chiều dài của phần tử.

Thay biểu thức (12) vào biểu thức (3), trường chuyển vị của điểm bất kỳ trong phần tử dầm đươc̣

xác định theo chuyển vị nút của phần tử như sau:

u =
[

N −zH,x − f H,x

0 H H

] 
dm

db

ds

 =
{

Nu

Nw

}
de = Nude (14)

Thay các thành phần chuyển vị trong biểu thức (12) vào biểu thức (6) chúng ta nhận đươc̣ các véc

tơ biến dạng tuyến tính εL:

εL =

[
N,x −zH,xx − f H,xx

0 0
(
1 − f,z

)
H,x

]
de = BLde (15)

và các véc tơ biến dạng phi tuyến εNL:
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εNL =
1
2

{
wb,x + ws,x

0

} (
wb,x + ws,x

)
=

1
2

BNLde (16)

trong đó, BNL đươc̣ xác định bởi:

BNL =

[
Gde

0

]
G, G =

[
0 H,x H,x

]
(17)

Thay biểu thức (15) và (16) vào biểu thức (5) chúng ta nhận đươc̣:

ε =

[
BL +

1
2

BNL

]
qe (18)

Thay biểu thức (18) và biểu thức (7) vào biểu thức (9), nhận đươc̣ biến phân thế năng biến dạng

của phần tử như sau:

δUe = δdT
e Kede, Ke =

∫
Ve

BTQ
(
BL +

1
2

BNL

)
dV (19)

trong đó Ke là ma trận độ cứng của phần tử, phụ thuộc vào véc tơ chuyển vị nút de của phần tử thông

qua ma trận BNL.

Thay biểu thức (14) vào biểu thức (9), nhận đươc̣ biến phân thế năng của phần tử nền đàn hồi

như sau:

δU f
e = δdT

e K f
e de, K f

e =

∫
Le

(
kWNT

wNw + kGNT
w,x

Nw,x

)
dx (20)

và biến phân công của lưc̣ ngoài tác dụng lên phần tử:

δWe = δdT
e Fe, Fe =

∫
Le

q (x) NT
wdx (21)

trong đó, K f
e và Fe lần lươṭ là ma trận độ cứng của phần tử nền đàn hồi và véc tơ tải trọng nút của

phần tử dầm.

Thay các biểu thức (19), (20) và (21) vào biểu thức (8), nhận đươc̣ hệ phương trình cân bằng phi

tuyến tĩnh của phần tử dầm như sau:

R (de) =
(
Ke +K f

e

)
de − Fe = 0 (22)

viết lại công thức (22) dưới dạng:

R (de) = Fin
e (de) − Fout

e = 0

Fin
e (de) =

(
Ke +K f

e

)
de,Fout

e = Fe
(23)

trong đó, R (de) đươc̣ gọi là véc tơ lưc̣ dư, Fin
e (de) và Fout

e lần lươṭ là véc tơ lưc̣ trong và véc tơ lưc̣

ngoài của phần tử.

Sau khi tập hơp̣ các phần tử dầm, hệ phương trình cân bằng phi tuyến tĩnh của toàn bộ dầm có dạng:

R (D, λ) = Fin (D) − λFout = 0 (24)

trong đó, D là véc tơ chuyển vị nút tổng thể của dầm, Fin =

nEl∑
e=1

Fin
e và Fout =

nEl∑
e=1

Fout
e lần lươṭ là các

véc tơ lưc̣ trong và lưc̣ ngoài tổng thể của dầm, λ là tham số tải trọng, nhận giá trị trong đoạn [0; 1] và
nEl là số phần tử dầm đươc̣ chia.
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Hệ phương trình (24) đươc̣ giải trên cơ sở thuật toán lặp Newton–Rapshon [22]. Theo đó, tải trọng

ngoài đươc̣ chia thành các cấp tải trọng khác nhau bởi tham số λn (n = 1; 2; 3 . . .) , thuật toán lặp đươc̣
thưc̣ hiện cho mỗi cấp tải trọng này. Giả sử trong cấp tải trọng n, đã xác định đươc̣ véc tơ Di

n ở bước

lặp thứ i (i = 0; 1; 2; 3 . . .), ở đây D0
n là giá trị khởi tạo của Di

n. Véc tơ chuyển vị nút trong bước lặp

thứ i + 1 đươc̣ xác định theo thuật toán sau:

Di+1
n = Di

n + ∆Di+1
n (25)

với ∆Di+1
n là số gia của chuyển vị, đươc̣ xác định bởi biểu thức:

∆Di+1
n = −

[
KT

(
Di

n

)]−1
R

(
Di

n, λn
)

(26)

trong đó KT =

nEl∑
e=1

KeT là ma trận độ cứng tiếp tuyến tổng thể, KeT là ma trận độ cứng tiếp tuyến của

phần tử đươc̣ xác định theo các công thức dưới đây

KeT =
∂R (de)
∂de

=
∂Fin

e (de)
∂de

= KL
e +KNL

e +K f
e +Kσ

e

KL
e =

∫
Ωe

BT
LQBLdΩ, Kσ

e =

∫
Ωe

GTσxGdΩ

KNL
e =

∫
Ωe

(
BT

LQBNL + BT
NLQBL + BT

NLQBNL
)

dΩ

(27)

và véc tơ lưc̣ dư R
(
Di

n, λn
)
đươc̣ xác định theo biểu thức (24).

Trong thuật toán trên, cần phải biết trước giá trị khởi tạo của véc tơ chuyển vị trong mỗi cấp tải

trọng, thông thường đươc̣ cho bởi D0
1 = 0 và D0

n = Dn−1. Trong quá trình tính, điều kiện hội tụ luôn

đươc̣ kiểm tra sau mỗi vòng lặp theo công thức sau:∣∣∣∣∣∣∣∣R (
Di

n, λn
)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ψ ∣∣∣∣∣∣λnFout

∣∣∣∣∣∣ (28)

ở đây ψ là sai số, đươc̣ chọn bằng 10−4.

Véc tơ số gia chuyển vị ∆Di+1
n trong công thức (26) đươc̣ xác định với điều kiện biên cho trước.

Trong bài báo này, xét dầm đươc̣ liên kết tại hai đầu (x = 0 và x = L) với hai điều kiện biên đươc̣

sử dụng là liên kết tưạ đơn (SS) với u0 = wb = ws = 0 và liên kết ngàm (CC) với u0 = wb = ws =

wb,x = ws,x = 0.

4. Kết quả số và thảo luận

Trong phần này, xét dầm 2D-FG đươc̣ cấu tạo từ các vật liệu thành phần làAl2O3 có Ec = 380 GPa,
ϑc = 0,3 và Al có Em = 70 GPa, ϑm = 0,3. Dầm đươc̣ chia thành 20 phần tử có cùng độ dài, đảm

bảo sư ̣ hội tụ của kết quả tính toán. Hai trường hơp̣ dầm SS và CC, chịu lưc̣ phân bố đều, q (x) = q0

và phân bố dạng hàm sin, q (x) = q0 sin
πx
L

đươc̣ khảo sát. Các tham số không thứ nguyên đươc̣ định

nghĩa như sau [10, 16]:

w =
100Emh3wmax

q0L4 , wNL =
wmax

h

wmax = w
(L

2

)
, P =

q0bL4

Emh4

KW =
kW L4

EmI
, KG =

kGL2

EmI
, I =

bh3

12

(29)
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4.1. Kết quả so sánh

Bảng 1 là kết quả so sánh của bài báo với Karamali [16] về tham số độ võng tuyến tính w của dầm

2D-FG khi thay đổi chỉ số mũ của quy luật phân bố vật liệu. Trong đó, Karamali đã sử dụng lý thuyết

Quasi 3D và phương pháp giải tích để tính cho dầm có liên kết SS, chịu tải trọng phân bố đều, vật liệu

dầm đươc̣ cấu tạo từ Al2O3 và Al có tỉ phần thể tích đươc̣ xác định theo công thức (1).

Bảng 1. Tham số độ võng tĩnh tuyến tính w của dầm 2D-FG tưạ đơn (L = 20h)

pz Nguồn
px

0 0, 1 0, 5 1 2

0 Karamali [16] 2,9455 3,0177 3,3215 3,7333 4,6555

Bài báo 2,9438 3,0155 3,3171 3,7282 4,6569

0,1 Karamali [16] 3,2622 3,3401 3,6655 4,1031 5,0682

Bài báo 3,2567 3,3339 3,6578 4,0962 5,0733

0,5 Karamali [16] 4,5015 4,5957 4,9843 5,4912 6,5521

Bài báo 4,4946 4,5882 4,9753 5,4840 6,5614

1 Karamali [16] 5,8035 5,9040 6,3124 6,8297 7,8657

Bài báo 5,8014 5,9016 6,3090 6,8296 7,8858

2 Karamali [16] 7,3967 7,4891 7,8588 8,3170 9,2137

Bài báo 7,3937 7,4855 7,8547 8,3183 9,2396

Bảng 2. Tham số độ võng tĩnh tuyến tính w của dầm có vật liệu đồng nhất

Tham số nền đàn hồi
L
h
= 120

L
h
= 5

KW KG Phuong [7] Bài báo Phuong [7] Bài báo

0 0 1,3023 1,3023 1,4321 1,4320

10 0 1,1806 1,1806 1,2855 1,2855

10 0,6133 0,6133 0,6387 0,6387

25 0,3557 0,3557 0,3631 0,3631

100 0 0,6401 0,6401 0,6671 0,6671

10 0,4256 0,4256 0,4362 0,4362

25 0,2828 0,2828 0,2869 0,2869

Bảng 2 là kết quả so sánh của bài báo với Phuong [7] về tham số độ võng tuyến tính w của dầm có

vật liệu đồng nhất trên nền đàn hồi. Ở đây, Phuong đã sử dụng lý thuyết dầm Timosenko và phương

pháp giải tích để tính cho dầm có liên kết SS, chịu lưc̣ phân bố đều, sử dụng mô hình vật liệu có tỷ

phần thể tích xác định theo công thức (1) với các chỉ số mũ px = pz = 0.
Hình 4 là các kết quả so sánh của đường cong tải - độ võng với bài báo của Zhang [10] cho dầm

đồng nhất. Trong đó, Zhang đã sử dụng lý thuyết biến dạng trươṭ bậc cao và phương pháp Rizt, hai

loại vật liệu đươc̣ xem xét là Si3O4; SUS304 với mô đun đàn hồi lần lươṭ là 322,27 GPa; 200,79 GPa

và có cùng hệ số Poisson 0,3, sử dụng mô hình vật liệu có tỷ phần thể tích xác định theo công thức (1)

với các chỉ số mũ px = pz = 0.
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(a) SS (b) CC

Hình 4. Đường cong tải-độ võng của dầm đồng nhất (L = 30h)

Các kết quả so sánh cho thấy sai số giữa kết quả tính toán bằng phương pháp của bài báo và của

các tác giả khác là rất nhỏ, giá trị sai số trong Bảng 1 và Bảng 2 đều nhỏ hơn 1%, điều này khẳng định

độ tin cậy của phương pháp nghiên cứu trong bài báo.

4.2. Kết quả số và thảo luận

Bảng 3 và Bảng 4 lần lươṭ là sư ̣ biến thiên độ võng tĩnh phi tuyến wNL của dầm 2D-FG theo chỉ

chỉ số mũ của quy luật phân bố vật liệu px và pz cho hai trường hơp̣ của tải trọng q(x) là phân bố

đều và phân bố hình sin. Trong đó, px và pz có giá trị thay đổi từ 0 đến 5, tham số cấp độ tải trọng

P = 300, tham số hệ số nền KW = 10,KG = 10, tỉ số giữa chiều dài và chiều cao của dầm là
L
h
= 20,

hai điều kiện liên kết đươc̣ khảo sát là SS và CC. Trong tất cả các trường hơp̣ khảo sát về điều kiện

biên và dạng phân bố của tải trọng q(x), khi tăng px hoặc pz hoặc tăng đồng thời cả px và pz đều làm

cho wNL tăng lên, điều này đươc̣ giải thích là do theo công thức (1), khi tăng px hoặc pz hoặc cả px

và pz, tỷ phần thể tích Vc của vật liệu gốm giảm, Vm của vật liệu kim loại tăng lên, làm cho độ cứng

của tấm 2D-FG giảm, do vậy độ võng tăng lên.

Hơn nữa, với giá trị của pz càng nhỏ, ảnh hưởng của sư ̣ thay đổi px đến sư ̣ thay đổi của wNL càng

lớn. Cụ thể trong Bảng 3, với liên kết SS, khi pz = 0, giá trị của wNL bằng 1,3080 (px = 0) và 1,8641
(px = 5), tăng 42,52%, còn khi pz = 5, giá trị của wNL bằng 1,8095 (px = 0) và 2,1490 (px = 5), tăng
18,76%. Cũng tương tư ̣ như vậy, với giá trị của px càng nhỏ, ảnh hưởng của sư ̣ thay đổi pz đến sư ̣ thay

đổi của wNL càng lớn. Cụ thể trong Bảng 4, với liên kết CC, khi px = 0, giá trị của wNL bằng 0,9040

(pz = 0) và 1,5665 (pz = 5), tăng 73,29%, còn khi px = 5, giá trị của wNL bằng 1,4184 (pz = 0)
và 1,8240 (pz = 5), tăng 28,6%. Ngoài ra, giá trị của wNL khi dầm chịu tải trọng q(x) phân bố đều

lớn hơn so với khi dầm chịu tải trọng phân bố hình sin, cụ thể với trường hơp̣ dầm có liên kết SS và

px = pz = 1, wNL nhận giá trị lần lươṭ bằng 1,5974 và 1,4911 tương ứng với q (x) phân bố phân bố

đều và hình sin, lớn hơn 6,65%.
Hình 5 và Hình 6 là sư ̣ biến thiên độ võng tĩnh phi tuyến wNL của dầm 2D-FG theo tham số tải

trọng P, lần lươṭ tương ứng với hai dạng liên kết là SS và CC. Trong đó, cố định các tham số hệ số

nền KW = 10,KG = 10 và tỉ lệ giữa chiều dài và chiều cao của dầm là
L
h
= 20. Trong mỗi trường hơp̣

khảo sát, cố định một trong hai chỉ số mũ px, pz nhận giá trị bằng 1 và thay đổi giá trị của chỉ số mũ

còn lại bằng 0; 0,5; 1; 2 và 5, quy luật của tải trọng q(x) là phân bố đều hoặc phân bố dạng hình sin.
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Bảng 3. Sư ̣ biến thiên wNL khi dầm 2D-FG chịu tải trọng q (x) = q0

Liên kết pz
px

0 0,1 0,5 1 2 5

SS 0 1,3080 1,3198 1,3678 1,4294 1,5539 1,8641

0,1 1,3264 1,3383 1,3868 1,4488 1,5732 1,8775

0,5 1,3971 1,4093 1,4587 1,5209 1,6424 1,9241

1 1,4755 1,4877 1,5367 1,5974 1,7133 1,9713

2 1,5977 1,6094 1,6561 1,7128 1,8178 2,0406

5 1,8095 1,8197 1,8594 1,9060 1,9882 2,1490

CC 0 0,9949 1,0084 1,0621 1,1278 1,2521 1,5340

0,1 1,0431 1,0565 1,1097 1,1745 1,2962 1,5688

0,5 1,1989 1,2116 1,2616 1,3218 1,4330 1,6748

1 1,3314 1,3432 1,3891 1,4439 1,5440 1,7588

2 1,4888 1,4990 1,5388 1,5860 1,6712 1,8524

5 1,6888 1,6967 1,7275 1,7637 1,8278 1,9591

Bảng 4. Sư ̣ biến thiên wNL khi dầm 2D-FG chịu tải trọng q (x) = q0 sin
πx
L

Liên kết pz
px

0 0,1 0,5 1 2 5

SS 0 1,2120 1,2232 1,2692 1,3279 1,4467 1,7429

0,1 1,2299 1,2413 1,2876 1,3468 1,4654 1,7560

0,5 1,2990 1,3107 1,3578 1,4171 1,5328 1,8017

1 1,3751 1,3868 1,4334 1,4911 1,6012 1,8475

2 1,4921 1,5032 1,5474 1,6011 1,7007 1,9138

5 1,6911 1,7007 1,7384 1,7827 1,8612 2,0166

CC 0 0,9040 0,9169 0,9680 1,0305 1,1490 1,4184

0,1 0,9506 0,9634 1,0141 1,0757 1,1917 1,4521

0,5 1,1018 1,1139 1,1615 1,2187 1,3243 1,5546

1 1,2301 1,2412 1,2846 1,3365 1,4312 1,6353

2 1,3803 1,3899 1,4272 1,4716 1,5519 1,7241

5 1,5665 1,5739 1,6029 1,6371 1,6979 1,8240

Kết quả cho thấy, trong tất cả các trường hơp̣ khảo sát về điều kiện biên và dạng phân bố của tải

trọng q(x), khi tăng px hoặc pz đều làm cho wNL tăng lên, điều này hoàn toàn phù hơp̣ với các kết quả

trong Bảng 3 và Bảng 4, sư ̣ lý giải cho điều này cũng hoàn toàn tương tư ̣ như đối với các kết quả trong

Bảng 3 và Bảng 4. Quan sát các đường cong tải - độ võng ta thấy, với dầm 2D-FG có liên kết SS, tính

phi tuyến lớn hơn so với dầm có liên kết CC, nhất là khi P thay đổi từ 0 đến 150.
Hình 7 là ảnh hưởng đồng thời của sư ̣ thay đổi giá trị của chỉ số mũ quy luật phân bố vật liệu

theo hai phương px, pz đến sư ̣ biến thiên độ võng tĩnh phi tuyến wNL của dầm 2D-FG, tương ứng với

hai điều kiện liên kết là SS và CC. Trong đó, các tham số đươc̣ cố định, bao gồm P = 300,
L
h
= 20,

KW = 10, quy luật biến thiên của tải trọng q(x) là phân bố đều. Ba trường hơp̣ thay đổi giá trị của

tham số hệ số nền KG lần lươṭ bằng 0; 25 và 100.
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(a) pz = 1, q = q0 (b) px = 1, q = q0

(c) pz = 1, q = q0 sin
πx
L

(d) px = 1, q = q0 sin
πx
L

Hình 5. Đường cong tải - độ võng của dầm 2D-FG, liên kết SS

Kết quả cho thấy, trong các trường hơp̣ thay đổi về điều kiện biên và KG, giá trị của wNL có sư ̣

thay đổi nhiều hơn khi px, pz thay đổi trong phạm vi giá trị nhỏ và thay đổi ít hơn khi px, pz thay đổi

trong phạm vi giá trị lớn. Cụ thể xét một trường hơp̣ trong Hình 6(a), với px = 0,5, trong năm khoảng

thay đổi giá trị của pz lần lươṭ từ 0 đến 5, từ 5 đến 10, từ 10 đến 15 và từ 15 đến 20, giá trị của wNL

tăng số phần trăm tương ứng là 29,83; 7,31; 3,48 và 2,05. Điều này hoàn toàn hơp̣ lý, vì theo công

thức (1), tỷ phần thể tích Vc và Vm có sư ̣ biến thiên lớn hơn khi chỉ số mũ trong phạm vi giá trị nhỏ.

Trong Bảng 5 là sư ̣ biến thiên của wNL theo sư ̣ thay đổi các tham số hệ số nền, KW nhận các giá

trị 0; 10 và 100, và KG nhận giá trị 0; 10; 25 và 100. Dầm chịu tải trọng phân bố đều với tham số tải

trọng P = 300. Hai điều kiện liên kết là SS, CC và ba giá trị tỉ lệ giữa chiều dài và chiều dày
L
h
lần

lươṭ là 5; 10 và 20. Kết quả cho thấy, trong tất cả các trường hơp̣ tính toán, với bất kỳ điều kiện biên

và tỉ lệ
L
h
nào, khi tăng KW và KG giá trị của wNL đều giảm. Trong cả ba trường hơp̣ thay đổi tỉ lệ

L
h
, khi tăng KG từ 0 đến 100, giá trị wNL giảm khoảng 12,23% đối với dầm có liên kết SS và giảm

khoảng 14,50% đối với dầm có liên kết CC.
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(a) pz = 1, q = q0 (b) px = 1, q = q0

(c) pz = 1, q = q0 sin
πx
L

(d) px = 1, q = q0 sin
πx
L

Hình 6. Sư ̣ biến thiên wNL của dầm 2D-FG liên kết CC theo tham số tải trọng P

(a) SS (b) CC

Hình 7. Sư ̣ biến thiên wNL của dầm 2D-FG theo sư ̣ thay đổi của chỉ số mũ px, pz
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Bảng 5. Sư ̣ biến thiên của wNL theo giá trị các tham số hệ số nền KW và KG

KW KG
SS CC

L = 5h L = 10h L = 20h L = 5h L = 10h L = 20h

0 0 1,4842 1,4800 1,4790 1,3793 1,3142 1,2831

10 0 1,4823 1,4781 1,4771 1,3775 1,3125 1,2814

10 1,4639 1,4597 1,4587 1,3577 1,2926 1,2616

25 1,4364 1,4321 1,4312 1,3284 1,2631 1,2322

100 1,3015 1,2973 1,2964 1,1866 1,1217 1,0914

100 0 1,4649 1,4609 1,4600 1,3607 1,2965 1,2660

10 1,4465 1,4425 1,4416 1,3410 1,2768 1,2463

25 1,4191 1,4151 1,4142 1,3118 1,2474 1,2171

100 1,2849 1,2810 1,2801 1,1709 1,1070 1,0774

(a) SS, q (x) = q0 (b) CC, q (x) = q0

(c) SS, q (x) = q0 sin
πx
L

(d) CC, q (x) = q0 sin
πx
L

Hình 8. Ảnh hưởng của KG đến đường cong tải - độ võng
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Hình 8 là ảnh hưởng của tham số hệ số nền KG đến sư ̣ biến thiên độ võng tĩnh phi tuyến wNL của

dầm 2D-FG theo tham số tải trọng P. Trong đó, cố định các tham số hệ số nền KW = 10 và tỉ lệ giữa

chiều dài và chiều cao của dầm là
L
h
= 20, các chỉ số mũ của quy luật phân bố vật liệu px = pz = 0,5,

tham số KG nhận các giá trị 0; 10; 25; 50 và 100. Hai điều kiện liên kết đươc̣ khảo sát là SS và CC,

hai dạng tải trọng q(x) là phân bố đều và phân bố dạng hình sin. Kết quả cho thấy, khi tăng giá trị của
tham số hệ số nền KG, giá trị của wNL đều giảm xuống trong bất kỳ điều kiện liên kết cũng như dạng

tải trọng phân bố nào.

5. Kết luận

Bài báo này đã tính toán độ võng phi tuyến tĩnh cho dầm có cơ tính biến đổi theo hai phương

chiều cao và chiều dài, dầm tưạ hoàn toàn trên nền đàn hồi, liên kết khớp-khớp, ngàm-ngàm và chịu

tải trọng phân bố đều và dạng hàm sin. Phương pháp phần tử hữu hạn với lý thuyết biến dạng trươṭ

bậc cao, quan hệ biến dạng chuyển vị theo mô hình phi tuyến Von Kámán và mô hình nền đàn hồi

hai hệ số đã đươc̣ sử dụng. Hệ phương trình cân bằng phi tuyến tĩnh của dầm đươc̣ xây dưṇg dưạ trên

nguyên lý thế năng cưc̣ tiểu toàn phần và đươc̣ giải theo thuật toán lặp Newton-Rapshon. Độ tin cậy

của phương pháp tính toán trong bài báo đã đươc̣ kiểm chứng, cho thấy sai số nhỏ khi so sánh với các

tác giả khác. Kết quả tính toán số cho thấy sư ̣ thay đổi cơ tính vật liệu theo cả hai phương chiều dài

và chiều cao của dầm có ảnh hưởng đáng kể đến ứng xử tĩnh phi tuyến của dầm 2D-FG, mức độ thay

đổi nhiều hơn khi chỉ số mũ thay đổi trong phạm vi giá trị nhỏ, sư ̣ ảnh hưởng này không bị chi phối

bởi điều kiện liên kết, dạng tải trọng phân bố cũng như hệ số nền đàn hồi. Tính phi tuyến khi dầm có

liên kết khớp - khớp thể hiện rõ nét hơn đối với dầm có liên kết ngàm - ngàm, nhất là với giá trị tham

số tần số trong phạm vi nhỏ. Một số kết quả số về giá trị độ võng tại chính giữa dầm và đường cong

tải - độ võng của dầm 2D-FG với sư ̣ thay đổi của các tham số đầu vào đã đươc̣ tính toán, khảo sát và

thảo luận chi tiết.
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	4.1 Kết quả so sánh
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