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Tóm tắt

Bài báo phân tích dao động riêng và đáp ứng chuyển vị của của tấm chữ nhật đặt trên nền đàn hồi chịu tải trọng

di động. Tấm làm bằng vật liệu FGM xốp (functionally graded porous material) bão hòa chất lưu. Các tính chất

cơ học của vật liệu FGM xốp biến đổi trơn theo chiều dày tấm với ba dạng phân bố lỗ rỗng: đều, không đều đối

xứng và không đều bất đối xứng. Phương trình chủ đạo của tấm được xây dựng dựa trên nguyên lý Hamilton,

lý thuyết đàn hồi cho vật liệu FGM xốp bão hòa chất lưu của Biot, và lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy.

Nghiệm giải tích dạng Navier được thiết lập cho bài toán tấm chịu tải trọng di động, có biên tựa khớp trên

chu vi. Trong phần kết quả số, ảnh hưởng của các tham số vật liệu, tham số hình học tấm, nền đàn hồi, hệ số

Skempton, vận tốc tải trọng di động đến các đặc trưng động của tấm được khảo sát. Một số kết luận từ nghiên

cứu này sẽ hữu ích cho công tác tính toán, thiết kế, và ứng dụng kết cấu dạng này trong thực tế.

Từ khoá: Phân tích dao động riêng; phân tích đáp ứng động; tấm FGM xốp; bão hòa chất lỏng; lý thuyết biến

dạng cắt bậc ba của Reddy; lời giải Navier.

VIBRATIONANALYSIS OF SATURATED FUNCTIONALLY GRADED POROUS PLATES SUBJECTED

TOAMOVING LOAD

Abstract

This work analyzes free vibration and dynamic response of plates resting on an elastic foundation, subjected

to a moving load. The plate is made of saturated functionally graded porous material. The material properties

are assumed to vary smoothly along the thickness direction with three porosity distribution patterns: uniform,

symmetric and asymmetric distributions. The governing equations of the plate are developed using Hamilton’s

principle, Biot’s poroelasticity theory, and Reddy’s third-order shear deformation theory (Reddy’s TSDT). A

Navier-type solution is presented for the FGP plate with simply supported boundary conditions. The effects of

porosity distribution patterns, porosity coefficient, geometric parameters, elastic foundations, Skempton coeffi-

cient, and moving load velocity on dynamic characteristics of the FGP plate are investigated. Some conclusions

given will be useful for the calculation, design, and application of the structure in practice.

Keywords: Free vibration analysis; dynamic response; functionally graded porous plate; saturated fluid; Reddy’s

TSDT; Navier’s solution.
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1. Mở đầu

Những năm gần đây, vật liệu FGM xốp (functionally graded porous material) nhận được nhiều

sự chú ý của các nhà nghiên cứu như là một loại vật liệu tiên tiến được sử dụng trong kỹ thuật hàng

không, công nghiệp và xây dựng do nó sở hữu nhiều đặc tính nổi trội như: trọng lượng nhẹ, khả năng

tiêu tán năng lượng tốt, hệ số dẫn nhiệt và dẫn điện thấp, dễ gia công và tái chế. Loại vật liệu này gồm
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hai pha: pha rắn và pha lỏng hoặc khí (chất lưu) thường tồn tại trong tự nhiên như gỗ, đá, các lớp cát,

v.v. [1]. Trong cấu trúc vật liệu, các lỗ rỗng có thể phân bố liên tục trong không gian, điều này làm

cho cơ tính vật liệu cũng thay đổi trơn và liên tục theo một phương nhất định, vì thế vật liệu này được

xếp vào loại vật liệu có cơ tính biến thiên (functionally graded materials - FGMs).

Theo cách tiếp cận đơn giản, một số nghiên cứu bỏ qua ảnh hưởng của pha lỏng hoặc khí (chất

lưu) mà chỉ phân tích ảnh hưởng của sự phân bố lỗ rỗng cũng như hệ số rỗng đến ứng xử tĩnh và động

của kết cấu FGM xốp [2–7]. Để thực tế hơn, một số nghiên cứu có tính đến ảnh hưởng áp suất chất

lưu trong các lỗ rỗng đến ứng xử tĩnh, động và ổn định của kết cấu làm bằng vật liệu FGM xốp bão

hòa chất lưu [1, 8–14]. Chẳng hạn như, Leclaire và cs. [8] nghiên cứu dao động uốn của tấm mỏng

FGM xốp bão hòa chất lưu. Sử dụng dạng nghiệm Levy, Rezaei và Saidi [9] phân tích dao động tự do

của tấm FGM xốp bão hòa chất lưu dựa trên cơ sở lý thuyết biến dạng cắt bậc cao. Xiang và cs. [10]

sử dụng lý thuyết đàn hồi Biot để nghiên cứu đặc trưng động lực học của tấm chữ nhật FGM xốp bão

hòa chất lưu với các điều kiện biên khác nhau. Dựa trên cơ sở lý thuyết biến dạng cắt bậc cao và lý

thuyết đàn hồi Biot, Arani và cs. [11] tính toán tần số dao động riêng của tấm chữ nhật FGM xốp đặt

trên nền đàn hồi Pasternak. Bằng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất, phương pháp vi phân cầu phương

tổng quát (generalized differential quadrature method), Khouzestani và Khorshidvand [12] phân tích

ứng suất và dao động riêng của tấm FGM xốp hình vành khuyên bão hòa chất lưu. Gần đây, Lixian

[13] khảo sát đặc trưng động lực học của tấm chữ nhật FGM xốp bão hòa chất lưu, có biên tựa khớp

trên chu vi. Ngoài ra, Mojahedin và cs. [1, 14] khảo sát ứng xử ổn định cơ và nhiệt của tấm tròn FGM

xốp bão hòa chất lưu trên cơ sở lý thuyết biến dạng cắt bậc cao.

Hiện nay có khá nhiều lý thuyết tấm được đề xuất [15–17]. Lý thuyết ra đời sớm nhất là lý thuyết

tấm cổ điển, tuy nhiên lý thuyết này chỉ phù hợp với tấm mỏng do không kể đến ảnh hưởng của biến

dạng cắt theo phương chiều dày. Để khắc phục nhược điểm của lý thuyết tấm cổ điển, lý thuyết biến

dạng cắt bậc nhất được giới thiệu, lý thuyết này phù hợp cho tấm có chiều dày trung bình. Lưu ý rằng,

ảnh hưởng của biến dạng cắt được kể đến trong lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất, tuy nhiên biến dạng

cắt được giả thiết là hằng số trên suốt chiều dày tấm. Do đó hệ số hiệu chỉnh cắt cần được sử dụng

cho lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất. Việc xác định hệ số hiệu chỉnh cắt rất phức tạp phụ thuộc vào

nhiều yếu tố như vật liệu, tải trọng, điều kiện biên,... Do đó, các lý thuyết biến dạng cắt bậc cao được

đề xuất cùng với giả thiết là các thành phần biến dạng có thể là hàm bậc cao của tọa độ chiều dày. Về

cơ bản, các lý thuyết biến dạng cắt bậc cao có thể cung cấp các kết quả chính xác hơn các lý thuyết

bậc nhất và cổ điển. Trong các lý thuyết bậc cao, thì lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy là lý

thuyết được sử dụng rộng rãi vì sự đơn giản và hiệu quả tính toán. Do vậy, trong bài báo này, lý thuyết

biến dạng cắt bậc ba của Reddy được sử dụng để tính toán.

Từ những phân tích tổng quan nêu trên có thể thấy rằng, các nghiên cứu về phân tích dao động và

đáp ứng chuyển vị của kết cấu tấm FGM xốp bão hòa chất lưu (có kể đến ảnh hưởng áp suất chất lưu

trong các lỗ rỗng) chịu tải trọng di động còn khá hiếm. Do đó, bài báo này sẽ xây dựng nghiệm giải

tích để tính toán tần số dao động riêng và đáp ứng chuyển vị của tấm như vậy có biên tựa khớp trên

chu vi, dùng lý thuyết bậc ba của Reddy. Cũng lưu ý rằng, phương trình chuyển động của tấm được

thiết lập trên cơ sở kết hợp lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy và thuyết đàn hồi Biot cho vật

liệu FGM xốp ở trạng thái bão hòa chất lưu. Sau khi kiểm chứng kết quả số, các ảnh hưởng của tham

số vật liệu, kích thước hình học tấm, hệ số nền đàn hồi và hệ số Skempton, vận tốc di chuyển của tải

trọng di động đến các đặc trưng động (tần số, đáp ứng chuyển vị) của tấm FGM xốp sẽ được khảo sát.

2. Mô hình tấm bằng vật liệu FGM xốp

Xét tấm chữ nhật có chiều dày h, kích thước theo các phương x, y là a (chiều dài), b (chiều rộng).
Tấm được đặt trên nền đàn hồi Pasternak (Hình 1) với các hệ số nền: kw - hệ số độ cứng uốn (Winkler
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stiffness), ksi (i = x, y) - hệ số độ cứng cắt (shear stiffness) và chịu tác dụng của lực tập trung di động
P0(t) có điểm đặt (x0(t), y0(t)).

Hình 1. Mô hình tấm chữ nhật vật liệu rỗng trên nền đàn hồi

Tấm làm bằng vật liệu FGM xốp, ba quy luật phân bố lỗ rỗng theo chiều dày tấm được xét là phân

bố đều, phân bố không đều đối xứng và không đều bất đối xứng, như minh họa trên Hình 2.

(a) Phân bố đều (b) Phân bố đối xứng (c) Phân bố bất đối xứng

Hình 2. Ba quy luật phân bố lỗ rỗng của tấm FGM xốp

Các đặc trưng cơ học vật liệu FGM xốp được giả thiết là biến thiên liên tục theo chiều dày tấm,

tuân theo ba quy luật sau [5, 18, 19]:

- Phân bố đều:

{E,G} = {E1,G1} (1 − e0χ) ; ρ = ρ1
√

1 − e0χ; χ =
1
e0
−

1
e0

(
2
π

√
1 − e0 −

2
π
+ 1

)2

(1)

- Phân bố không đều đối xứng:

{E(z),G(z)} = {E1,G1}

[
1 − e0 cos

(
πz
h

)]
; ρ(z) = ρ1

[
1 − em cos

(
πz
h

)]
(2)

- Phân bố không đều bất đối xứng:

{E(z),G(z)} = {E1,G1}

[
1 − e0 cos

(
πz
2h
+
π

4

)]
; ρ(z) = ρ1

[
1 − em cos

(
πz
2h
+
π

4

)]
(3)

trong đó: E1,G1, ρ1 và E2,G2, ρ2 lần lượt là các giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của mô đun đàn hồi kéo

- nén, mô đun đàn hồi trượt và khối lượng riêng của vật liệu; Gi = Ei/ [2 (1 + ν)] ; i = 1; 2. Hệ số
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Poisson được coi là không thay đổi theo chiều dày tấm: ν = conts. Hệ số độ rỗng mật độ lỗ rỗng e0
và hệ số mật độ khối lượng em được xác định bởi:

e0 = 1 − E2/E1 = 1 −G2/G1; em = 1 −
ρ2

ρ1
= 1 −

√
1 − e0 (0 < e0, em < 1) (4)

3. Các hệ thức quan hệ - hệ phương trình chủ đạo

Theo lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy, các thành phần chuyển vị u, v,w của điểm bất kỳ

trong không gian tấm biểu diễn dưới dạng [20]:

u (x, y, z, t) = u0 (x, y, t) + zθx (x, y, t) − κz3
(
θx +

∂w0

∂x

)
;

v (x, y, z, t) = v0 (x, y, t) + zθy (x, y, t) − κz3
(
θy +
∂w0

∂y

)
;

w (x, y, z, t) = w0 (x, y, t)

(5)

trong đó: κ =
4

3h2 ; t là biến thời gian; u0, v0,w0 là các thành phần chuyển vị của điểm trên mặt trung

bình theo các phương x, y, z; θx, θy là các góc xoay của pháp tuyến mặt trung bình quanh các trục y, x.
Các thành phần biến dạng tuyến tính nhận được từ quan hệ giữa biến dạng và chuyển vị:

εx

εy

γxy

 =

ε0

x

ε0
y

γ0
xy

 + z


κx
κy
κxy

 + z3


κ∗x
κ∗y
κ∗xy

 ;
{
γxz

γyz

}
=

(
1 − 3κz2

)  γ0
xz

γ0
yz

 ;


ε0

x

ε0
y

γ0
xy

 =


∂u0

∂x
∂v0

∂y
∂u0

∂y
+
∂v0

∂x


;

 γ0
xz

γ0
yz

 =

∂w0

∂x
+ θx

∂w0

∂y
+ θy

 ;


κx
κy
κxy

 =


∂θx
∂x
∂θy

∂y
∂θx
∂y
+
∂θy

∂x


;


κ∗x
κ∗y
κ∗xy

 = −κ


∂θx
∂x
+
∂2w0

∂x2

∂θy

∂y
+
∂2w0

∂y2

∂θx
∂y
+
∂θy

∂x
+ 2
∂2w0

∂x∂y



(6)

Đối với vật liệu FGM xốp, các lỗ rỗng chứa chất lưu, quan hệ ứng suất-biến dạng tuân theo lý

thuyết đàn hồi của Biot [21, 22]:

σi j = 2Gεi j + λuθδi j − pϕδi j; i, j = 1, 2, 3 (7)

trong đó: σi j và εi j tương ứng là các thành phần ứng suất và biến dạng; δi j là chỉ số Kronecker; θ là

biến dạng thể tích tỷ đối (θ = εx + εy + εz); ϕ là hệ số Biot của ứng suất hiệu dụng; p là áp suất chất
lỏng trong lỗ rỗng; λu là hằng số Lame. Các hệ số ϕ, p, λu được xác định bởi [22, 23]:

ϕ = 1 −
G
G1

; p = M (ξ − ϕθ) ; λu =
2νu

1 − 2νu
G;

M =
2G (νu − ν)

ϕ2 (1 − 2νu) (1 − 2ν)
; νu =

ν + ϕB (1 − 2ν) /3
1 − ϕB (1 − 2ν) /3

(8)
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trong đó: ξ là biến thiên của thể tích chất lỏng, M là mô đun Biot, νu là hệ số Poisson khi bão hòa chất

lưu, và B là hệ số Skempton (0 < B < 1), hệ số này phản ánh mức độ bão hòa chất lưu. Với tấm bão

hòa chất lưu (ξ = 0), bỏ qua ứng suất pháp theo phương chiều dày (σz = 0), quan hệ ứng suất - biến
dạng (7) có thể viết lại dưới dạng:

σx

σy

σxy

 =
 Q11 Q12 0

Q21 Q22 0
0 0 Q66



εx

εy

γxy

 ;
{
σxz

σyz

}
=

[
Q55 0
0 Q44

] {
γxz

γyz

}
(9)

với:

Q11 = Q22 = k1G(z); Q12 = Q21 = k2G(z); Q44 = Q55 = Q66 = G(z);

k1 = 2
1 − 4ν + 2νu

1 − 3νu + 2νuν
; k2 = 2

−ν + 2νu (1 − ν)
1 − 3νu + 2νuν

Tích phân các thành phần ứng suất theo chiều dày của tấm, ta nhận được các thành phần nội lực

như sau:
Nx

Ny

Nxy

 =


A11 A12 0

A21 A22 0

0 0 A66



ε0

x

ε0
y

γ0
xy

 +


B11 B12 0

B21 B22 0

0 0 B66



κx

κy

κxy

 +


D11 D12 0

D21 D22 0

0 0 D66



κ∗x

κ∗y

κ∗xy

 ;


Mx

My

Mxy

 =


B11 B12 0

B21 B22 0

0 0 B66



ε0

x

ε0
y

γ0
xy

 +


C11 C12 0

C21 C22 0

0 0 C66



κx

κy

κxy

 +


E11 E12 0

E21 E22 0

0 0 E66



κ∗x

κ∗y

κ∗xy

 ;


M∗x
M∗y
M∗xy

 =


D11 D12 0

D21 D22 0

0 0 D66



ε0

x

ε0
y

γ0
xy

 +


E11 E12 0

E21 E22 0

0 0 E66



κx

κy

κxy

 +


G11 G12 0

G21 G22 0

0 0 G66



κ∗x

κ∗y

κ∗xy

 ;

 Rx

Ry

 =
 As 0

0 As


 γ0

xz

γ0
yz


(10)

trong đó:

(
Ai j, Bi j,Ci j,Di j, Ei j,Gi j

)
=

h/2∫
−h/2

Qi j
(
1, z, z2, z3, z4, z6

)
dz, i j = 11, 12, 21, 22, 66;

As =

h/2∫
−h/2

G(z)
(
1 − 3κz2

)2
dz

Hệ phương trình chuyển động của tấm theo lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy có dạng [24]

δu0 :
∂Nx

∂x
+
∂Nxy

∂y
= I0ü0 + J1θ̈x − κI3

∂ẅ0

∂x
;

δv0 :
∂Nxy

∂x
+
∂Ny

∂y
= I0v̈0 + J1θ̈y − κI3

∂ẅ0

∂y
;

(11)
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δw0 : κ

∂2M∗x
∂x2 + 2

∂M∗xy

∂x∂y
+
∂2M∗y
∂y2

 + ∂Rx

∂x
+
∂Ry

∂y

− kww0 + ksx
∂2w0

∂x2 + ksy
∂2w0

∂y2 − P0(t)δ (x − x0(t)) δ (y − y0(t))

= κI3

(
∂ü0

∂x
+
∂v̈0

∂y

)
+ I0ẅ0 − κ

2I6

(
∂2ẅ0

∂x2 +
∂2ẅ0

∂y2

)
+ κJ4

(
∂θ̈x
∂x
+
∂θ̈y

∂y

)
;

δθx :
∂Mx

∂x
− κ
∂M∗x
∂x
+
∂Mxy

∂y
− κ
∂M∗xy

∂y
− Rx = J1ü0 − κJ4

∂ẅ0

∂x
+ K2θ̈x;

δθy :
∂My

∂y
− κ
∂M∗y
∂y
+
∂Mxy

∂x
− κ
∂M∗xy

∂x
− Ry = J1v̈0 − κJ4

∂ẅ0

∂y
+ K2θ̈y

trong đó, tải trọng di động là lực tập trung có trị số không đổi (P0(t) = F) được nghiên cứu trong bài
báo này; δ(.) là hàm Dirac delta, (x0(t), y0(t)) là vị trí tác dụng của tải trọng di động. Các mô men quán
tính:

(I0, I1, I2, I3, I4, I6) =

h/2∫
−h/2

ρ
(
1, z, z2, z3, z4, z6

)
dz;

J1 =

h/2∫
−h/2

ρ fzdz = I1 − κI3; J4 =

h/2∫
−h/2

ρz3 fzdz = I4 − κI6;

K2 =

h/2∫
−h/2

ρ f 2
z dz = I2 − 2κI4 + κ

2I6

(12)

Thay liên hệ giữa các thành phần nội lực và chuyển vị từ quan hệ (10) vào (11), ta được hệ phương

trình cân bằng theo chuyển vị:

A11
∂2u0

∂x2 + A66
∂2u0

∂y2 + (A12 + A66)
∂2v0

∂x∂y
− κD11

∂3w0

∂x3 − κ (D12 + 2D66)
∂3w0

∂x∂y2

+ (B11 − κD11)
∂2θx

∂x2 + (B66 − κD66)
∂2θx

∂y2 + (B12 + B66 − κD12 − κD66)
∂2θy

∂x∂y

= I0ü0 + J1θ̈x − κI3
∂ẅ0

∂x
;

(A21 + A66)
∂2u0

∂x∂y
+ A66

∂2v0

∂x2 + A22
∂2v0

∂y2 − κ (D21 + 2D66)
∂3w0

∂x2∂y
− κD22

∂3w0

∂y3

+ (B21 + B66 − κD21 − κD66)
∂2θx
∂x∂y

+ (B66 − κD66)
∂2θy

∂x2 + (B22 − κD22)
∂2θy

∂y2

= I0v̈0 + J1θ̈y − κI3
∂ẅ0

∂y
;

κD11
∂3u0

∂x3 + κ (D21 + 2D66)
∂3u0

∂x∂y2 + κ (D12 + 2D66)
∂3v0

∂x2∂y
+ κD22

∂3v0

∂y3

−κ2G11
∂4w0

∂x4 − κ
2 (G12 +G21 + 4G66)

∂4w0

∂x2∂y2 − κ
2G22

∂4w0

∂y4 + As
(
∂2w0

∂x2 +
∂2w0

∂y2

)
+κ (E11 − κG11)

∂3θx

∂x3 + κ (E21 + 2E66 − κG21 − 2κG66)
∂3θx

∂x∂y2 + As ∂θx
∂x

(13)
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+κ (E12 + 2E66 − κG12 − 2κG66)
∂3θy

∂x2∂y
+ κ (E22 − κG22)

∂3θy

∂y3 + As ∂θy

∂y

−kww0 + ksx
∂2w0

∂x2 + ksy
∂2w0

∂y2 − P0(t)δ (x − x0(t)) δ (y − y0(t))

= κI3

(
∂ü0

∂x
+
∂v̈0

∂y

)
+ I0ẅ0 − κ

2I6

(
∂2ẅ0

∂x2 +
∂2ẅ0

∂y2

)
+ κJ4

(
∂θ̈x
∂x
+
∂θ̈y

∂y

)
;

(B11 − κD11)
∂2u0

∂x2 + (B66 − κD66)
∂2u0

∂y2 + (B12 − κD12 + B66 − κD66)
∂2v0

∂x∂y

−
(
κE11 − κ

2G11
) ∂3w0

∂x3 −
(
κE12 − κ

2G12 + 2κE66 − 2κ2G66
) ∂3w0

∂x∂y2

−As ∂w0

∂x
+

(
C11 − 2κE11 + κ

2G11
) ∂2θx

∂x2 +
(
C66 − 2κE66 + κ

2G66
) ∂2θx

∂y2 − Asθx

+
(
C12 − 2κE12 + κ

2G12 +C66 − 2κE66 + κ
2G66

) ∂2θy

∂x∂y

= J1ü0 − κJ4
∂ẅ0

∂x
+ K2θ̈x;

(B21 − κD21 + B66 − κD66)
∂2u0

∂x∂y
+ (B66 − κD66)

∂2v0

∂x2 + (B22 − κD22)
∂2v0

∂y2

−
(
κE21 − κ

2G21 + 2κE66 − 2κ2G66
) ∂3w0

∂x2∂y
−

(
κE22 − κ

2G22
) ∂3w0

∂y3 − As ∂w0

∂y

+
(
C21 − 2κE21 + κ

2G21 +C66 − 2κE66 + κ
2G66

) ∂2θx
∂x∂y

+
(
C66 − 2κE66 + κ

2G66
) ∂2θy

∂x2 +
(
C22 − 2κE22 + κ

2G22
) ∂2θy

∂y2 − Asθy

= J1v̈0 − κJ4
∂ẅ0

∂y
+ K2θ̈y

4. Lời giải Navier

Xét tấm chữ nhật vật liệu FGM xốp có chiều dài a và chiều rộng b liên kết khớp trên các cạnh,

chịu tác dụng của tải trọng di động P0(t). Các biểu thức điều kiện biên của tấm theo lý thuyết biến

dạng cắt bậc ba của Reddy, bao gồm:

- Tại x = 0 và x = a:

v0 = 0, w0 = 0, θy = 0,Nx = 0, M∗x = 0,
∂w0

∂y
= 0,Mx = 0 (14)

- Tại y = 0 và y = b:

u0 = 0, w0 = 0, θx = 0,Ny = 0, M∗y = 0,
∂w0

∂x
= 0,My = 0 (15)

Dạng nghiệm Navier thoả mãn các điều kiện biên (14)–(15), có dạng như sau:

u0 (x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

u0mn(t) cosαx sin βy; v0 (x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

v0mn(t) sinαx cos βy;

w0 (x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

w0mn(t) sinαx sin βy; θx (x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

θxmn(t) cosαx sin βy;

θy (x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

θymn(t) sinαx cos βy

(16)
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trong đó: α =
mπ
a
, β =

nπ
b

; m, n = 1, 2, 3, ...; u0mn, v0mn,w0mn, θxmn, θymn là các hệ số phụ thuộc thời

gian cần xác định. Tải trọng di động P0(t) tại vị trí: x = x0(t), y = y0(t) cũng được khai triển dưới dạng
chuỗi lượng giác kép tương tự, như sau:

P0(t)δ (x − x0(t)) δ (y − y0(t)) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Pmn(t) sinαx sin βy (17)

với:

Pmn(t) =
1

4ab

a∫
0

b∫
0

P0(t)δ (x − x0(t)) δ (y − y0(t)) sinαx sin βydxdy

=
P0(t)
4ab

sinαx0(t) sin βy0(t)

Thay (16) và (17) vào hệ phương trình chuyển động tổng quát theo chuyển vị (13), nhóm các hệ

số để được hệ phương trình đại số dưới dạng:

[Kmn] {Qmn(t)} + [Mmn]
{
Q̈mn(t)

}
= {Fmn(t)} (18)

trong đó [Kmn] , [Mmn] , {Qmn} , {Fmn} tương ứng là ma trận độ cứng kết cấu, ma trận khối lượng, véc

tơ các hệ số chuyển vị và véc tơ tải trọng. Chi tiết các biểu thức như sau:

[Kmn] =


s11 s12 s13 s14 s15
s21 s22 s23 s24 s25
s31 s32 s33 s34 s35
s41 s42 s43 s44 s45
s51 s52 s53 s54 s55


; [Mmn] =


m11 0 m13 m14 0
0 m22 m23 0 m25

m31 m32 m33 m34 m35
m41 0 m43 m44 0
0 m52 m53 0 m55


;

{Qmn} =



u0mn(t)
v0mn(t)
w0mn(t)
θxmn(t)
θymn(t)


; {Fmn} =



0
0

−Pmn(t)
0
0


Các số hạng si j,mi j của ma trận độ cứng kết cấu [Kmn] và ma trận khối lượng [Mmn] được thể hiện

trong Phụ lục.

Hệ phương trình (18) được dùng để phân tích đáp ứng động lực học của tấm FGM xốp. Phương

pháp Runge-Kutta với các điều kiện ban đầu {Qmn(0)} = {0} ;
{
Q̇mn(0)

}
= {0} sẽ được áp dụng để nhận

được đáp ứng của chuyển vị theo thời gian.

Đối với bài toán phân tích dao động riêng, cho P0 = 0, bằng cách giả thiết vec tơ các hệ số chuyển

vị {Qmn (t)} =
{
Q̄mn

}
eiωmnt, ta xác định được tần số dao động riêng của tấm từ việc giải định thức:

det
(
[Kmn] − ω2

mn [Mmn]
)
= 0 (19)

Nghiệm của phương trình (19) là tần số dao động riêng ωmn tương ứng với nó là dạng dao động

(m, n) của tấm. Tần số dao động riêng cơ bản được xác định bởi:

ω0 = min {ωmn} (20)
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5. Kết quả số và thảo luận

Với nghiệm giải tích đã thiết lập ở mục trước, chương trình tính toán trên nền MATLAB được viết

để thực hiện các ví dụ số. Tấm chữ nhật làm bằng vật liệu FGM xốp, đặt trên nền đàn hồi Pasternak, có

liên kết khớp trên 4 cạnh. Trừ khi có ghi chú khác, trong các mục khảo sát số, vật liệu FGM xốp được

đề cập là bọt nhôm (Aluminum foam) với các đặc trưng cơ học vật liệu bao gồm: ρ1 = 2707 kg/m3;
G1 = 26,293 GPa; ν = 0,3; E1 = 2G1 (1 + ν) [25]. Một số công thức không thứ nguyên được sử dụng

trong bài báo này là:

ω̄ = ωh
√
ρ1

E1
; K0 = kw

a4

E0h3 ; J0 = ksx
a2

E0h3ν
= ksy

b2

E0h3ν
; E0 = 1GPa;

W(t) = w0

(
a
2
,

b
2
, t
)

; t∗ =
v0t
a

(21)

5.1. Ví dụ kiểm chứng

Bảng 1 trình bày các tần số dao động cơ bản không thứ nguyên ω̄ của tấm vuông làm bằng vật

liệu FGM xốp (bọt nhôm) phân bố bất đối xứng với các hệ số rỗng khác nhau cho hai trường hợp tỷ số

kích thước tấm: a/h = 5 và a/h = 10. Các kết quả của bài báo được kiểm chứng với nghiêu cứu của

nhóm tác giả Rezaei và Saidi [25] sử dụng phương pháp không gian trạng thái và lý thuyết bậc cao

Carrera, và kiểm chứng với nghiên cứu của Thang và cs. [3] sử dụng dạng nghiệm Navier và lý thuyết

biến dạng cắt bậc nhất. Các kết quả tính toán tần số dao động cơ bản trong bài báo theo lý thuyết hiện

tại (lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy) cho thấy sự tương đồng với các công bố của Rezaei và

Saidi [25], và Thang và cs. [3].

Bảng 1. Kiểm chứng tần số cơ bản không thứ nguyên ω̄ của tấm vuông làm bằng vật liệu FGM xốp

với phân bố bất đối xứng

Nguồn e0 = 0,1 e0 = 0,3 e0 = 0,5 e0 = 0,7

a/h = 5
Rezaei và Saidi [25] 0,2091 0,2020 0,1931 0,1804

Thang và cs. [3] 0,2138 0,2067 0,1978 0,1853

Bài báo 0,2074 0,2004 0,1916 0,1791

a/h = 10
Rezaei và Saidi [25] 0,0570 0,0551 0,0526 0,0491

Thang và cs. [3] 0,0574 0,0555 0,0531 0,0495

Bài báo 0,0568 0,0549 0,0525 0,0489

Ví dụ tiếp theo, các kết quả tần số dao động cơ bản không thứ nguyên ω̄ của tấm chữ nhật bằng

vật liệu FGM xốp phân bố bất đối xứng, ở trạng thái bão hòa chất lưu, được kiểm chứng và trình bày

trong Bảng 2. Tấm làm bằng vật liệu FGM xốp (Sandstone), phân bố không đều bất đối xứng có các

tham số đầu vào: E1 = 69 GPa; ρ1 = 2260 kg/m3; ν = 0,25 [8]; e0 = 0; K0 = J0 = 0, liên kết khớp trên

chu vi tấm, với các tỷ số kích thước tấm a/h = 5; 10; 20 được xét. Cần lưu ý là, các kết quả trong bài
báo được so sánh với nhóm tác giả Ebrahimi và Habibi [26] sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn.

Rõ ràng là, với cả 3 trường hợp tỷ số kích thước tấm a/h và các hệ số Skempton khác nhau, các kết

quả của bài báo đều phù hợp với kết quả của Ebrahimi và Habibi [26].

72



Long, N. V., và cs. / Tạp chí Khoa học Công nghệ Xây dựng

Bảng 2. Kiểm chứng tần số cơ bản không thứ nguyên ω̄ của tấm vuông vật liệu FGM xốp

phân bố bất đối xứng, bão hòa chất lưu

B Nguồn a/h = 5 a/h = 10 a/h = 20

0,1 Ebrahim và Habibi [26] 0,21275 0,05783 0,01473

Bài báo 0,20994 0,05731 0,01470

0,3 Ebrahim và Habibi [26] 0,21563 0,05876 0,01495

Bài báo 0,21276 0,05818 0,01493

0,5 Ebrahim và Habibi [26] 0,21857 0,05954 0,01526

Bài báo 0,21549 0,05903 0,01516

0,7 Ebrahim và Habibi [26] 0,22162 0,06055 0,01549

Bài báo 0,21812 0,05985 0,01538

Hình 3. Đáp ứng độ võng theo thời gian của tấm

vuông đẳng hướng chịu tải trọng di động

Ví dụ tiếp theo, đáp ứng độ võng tại tâm tấm

theo thời gian của tấm vuông mỏng chịu tải trọng

di động được kiểm chứng và thể hiện như trênHình

3. Tấm làm bằng vật liệu đẳng hướng với các tham

số vật liệu: E = 206 GPa, ρ = 7850 kg/m3, ν = 0,3;

và tải trọng di động: P0 = 4,45 kN, di chuyển dọc

theo phương x: x0(t) = v0t, y0 =
b
2

; với vận tốc là

v0 = 10,16 m/s [27]. Kết quả cho thấy đường cong

đáp ứng độ võng tại tâm tấm của bài báo (đường

nét đứt, màu xanh) trùng khớp với kết quả nghiệm

giải tích theo mô hình lý thuyết tấm cổ điển của

Vosoughi và cs. [28] (đường chấm, màu đỏ), như

thể hiện trên Hình 3.

Từ các kết quả kiểm chứng ở trên về tần số dao

động cơ bản và đáp ứng của chuyển vị tấm (Bảng 1,

Bảng 2 và Hình 3), có thể thấy rằng, nghiệm giải tích xây dựng trong bài báo và chương trình tính

toán MATLAB đã thiết lập là có độ tin cậy cao. Ở các mục tiếp theo, các khảo sát số liên quan đến

tần số dao động riêng và đáp ứng của chuyển vị tấm FGM xốp đặt trên nền đàn hồi chịu tải trọng di

động sẽ được trình bày cụ thể.

5.2. Khảo sát dao động riêng

Trong mục này, ta xét tấm chữ nhật làm bằng vật liệu FGM xốp (bọt nhôm), bão hòa chất lưu, đặt

trên nền đàn hồi, dao động tự do trong môi trường không cản.

Các Hình 4(a)–(c) trình bày ảnh hưởng của hệ số lỗ rỗng e0, quy luật phân bố lỗ rỗng, và hệ số

Skempton B đến tần số dao động cơ bản không thứ nguyên ω̄ của tấm FGM xốp (a/h = 10; b/a = 1;
K0 = J0 = 0). Cụ thể, đối với ảnh hưởng của dạng phân bố lỗ rỗng và hệ số lỗ rỗng: khi tăng hệ số rỗng

e0, phân bố lỗ rỗng đều và bất đối xứng có tần số cơ bản không thứ nguyên ω̄ giảm với quy luật và trị

số gần như nhau, trong khi đó, phân bố đối xứng lại cho kết quả tần số cơ bản không thứ nguyên ω̄

tăng. Điều này có thể lý giải bằng mối tương quan giữa hiệu ứng khối lượng và hiệu ứng độ cứng uốn

của tấm khi hệ số rỗng tăng đối với từng dạng phân bố lỗ rỗng riêng biệt. Đối với ảnh hưởng của hệ số

Skempton (Hình 4(a)–(c)): về cơ bản, tấm FGM xốp bão hòa chất lưu (B > 0, Hình 4(b)–(c)) có tần
số cao hơn (độ cứng lớn hơn) tấm FGM xốp không có chất lưu (B = 0, Hình 4(a)); ta thấy khi B tăng,
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tần số cơ bản không thứ nguyên ω̄ của tấm vật liệu rỗng tăng nhẹ; ảnh hưởng của hệ số Skempton B
đến tần số là đáng kể khi e0 lớn. Xét một trường hợp cụ thể cho tấm bằng vật liệu FGM xốp phân bố

đều: khi hệ số rỗng bé e0 = 0,1 và hệ số Skempton tăng từ B = 0 đến B = 1 thì tần số ω̄ tăng 1,47%

(từ giá trị ω̄ = 0,0567 lên ω̄ = 0,0575); khi hệ số rỗng lớn e0 = 0,8 và hệ số Skempton tăng từ B = 0
đến B = 1 thì tần số ω̄ tăng 11,19% (từ giá trị ω̄ = 0,0464 lên ω̄ = 0,0516).

(a) Hệ số Skempton B = 0 (b) Hệ số Skempton B = 0,5

(c) Hệ số Skempton B = 1

Hình 4. Ảnh hưởng của quy luật phân bố lỗ rỗng và hệ số lỗ rỗng lên tần số cơ bản

không thứ nguyên ω̄ của tấm FGM xốp

5.3. Khảo sát đáp ứng động

Trong phần này, ta xét một tấm chữ nhật làm bằng vật liệu FGM xốp, chịu tác dụng của lực tập

trung P0 = 10 kN (không đổi) di động dọc theo phương x (quỹ đạo là đường thẳng) được mô tả bởi

hàm tọa độ theo thời gian: x0(t) = v0t, y0 =
b
2
.

Đồ thị trên Hình 5–8 bao gồm các đường cong mô tả quan hệ giữa độ võng tại tâm tấm W và tham

số thời gian t∗ (được xác định theo biểu thức (21)). Cụ thể, ảnh hưởng của quy luật phân bố lỗ rỗng,
hệ số rỗng, hệ số hệ số Skempton, hệ số nền đàn hồi đến đường cong đáp ứng độ võng W được thể

hiện lần lượt trên các Hình 5, Hình 6, Hình 7 và Hình 8. Cụ thể, trên Hình 5 (với các tham số: h = 0,1
m; a = b = 10h; K0 = J0 = 0; e0 = 0,5; B = 0,5; v0 = 20 m/s), ta có thể thấy rằng, hai quy luật phân bố
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lỗ rỗng là phân bố đều và phân bố bất đối xứng cho kết quả khá gần nhau, và lớn hơn so với trường

hợp phân bố đối xứng (phân bố đối xứng có độ cứng uốn lớn nhất). Khảo sát hệ số rỗng của vật liệu

cũng cho thấy rằng, khi tăng hệ số rỗng, độ võng lớn nhất của tấm tăng (độ cứng giảm), như thể hiện

trên Hình 6 (với các tham số: h = 0,1 m; a = b = 10h; K0 = J0 = 0; B = 0,5; v0 = 20 m/s; phân bố

đối xứng). Hệ số Skempton cũng ảnh hưởng đáng kể đến đường cong đáp ứng độ võng-thời gian của

tấm như trên Hình 7 (với các tham số: h = 0,1m; a = b = 10h; K0 = J0 = 0, v0 = 20 m/s, phân bố đối

xứng, e0 = 0,5). Rõ ràng là khi tăng hệ số Skempton B thì độ võng tấm giảm (độ cứng tấm tăng). Tiếp

theo chúng ta có thể thấy trên Hình 8 (với các tham số: h = 0,1 m; a = b = 10h; v0 = 20 m/s; B = 0,5;

phân bố đối xứng, e0 = 0,5), sự có mặt của nền đàn hồi (thông qua các tham số nền K0, J0) cũng làm

tăng độ cứng của kết cấu, nền Pasternak cứng nhất, sau đó là nền Winkler.

Hình 5. Ảnh hưởng của quy luật phân bố lỗ rỗng lên

đường cong độ võng-thời gian của tấm FGM xốp

Hình 6. Ảnh hưởng của hệ số lỗ rỗng lên đường cong

độ võng-thời gian của tấm FGM xốp

Hình 7. Ảnh hưởng của hệ số Skempton lên đường

cong độ võng-thời gian của tấm FGM xốp

Hình 8. Ảnh hưởng của nền đàn hồi lên đường cong

độ võng-thời gian của tấm FGM xốp

Tiếp theo, các ảnh hưởng của các tham số hình học tấm đến đường cong độ võng tại tâm tấm W

theo thời gian của tấm FGM xốp được thể hiện trên Hình 9 và Hình 10. Cụ thể, chúng ta có thể thấy

rằng khi tăng tỷ số a/h (giảm chiều dày tấm), thì độ võng của tấm tăng (độ cứng giảm), như thể hiện

trên Hình 9 (với các tham số: a = b = 1 m; K0 = J0 = 0; v0 = 20 m/s; B = 0,5; phân bố đối xứng; e0
= 0,5). Khi tăng tỷ số kích thước cạnh b/a từ 0,5 lên 2, thì độ võng tấm tăng (độ cứng giảm) như thể
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hiện trên Hình 10 (với các tham số: h = 0,1 m; a = 1 m; K0 = J0 = 0; v0 = 20 m/s; B = 0,5; phân bố

đối xứng; e0 = 0,5). Sự thay đổi về độ võng của tấm là nhỏ khi tỷ số b/a > 2 (tấm chuyển từ làm việc

hai chiều sang làm việc theo một chiều).

Hình 9. Ảnh hưởng của tỷ số kích thước tấm a/h lên
đường cong độ võng-thời gian của tấm FGM xốp

Hình 10. Ảnh hưởng của tỷ số kích thước cạnh b/a
lên đường cong độ võng-thời gian của tấm FGM xốp

Các Hình 11–13 mô tả các đường cong thể hiện quan hệ giữa độ võng lớn nhất tại tâm tấm Wmax
và vận tốc di chuyển v0 của lực di động. Cụ thể, ảnh hưởng của các dạng phân bố lỗ rỗng, hệ số nền

đàn hồi, và ảnh hưởng của hệ số Skempton đến đường cong đáp ứng động Wmax được thể hiện lần

lượt trên các Hình 11, Hình 12 và Hình 13. Các tham số đầu vào của mỗi trường hợp khảo sát được

thể hiện trên hình vẽ. Kết quả từ các đồ thị này cho thấy, quy luật chung của chúng khá giống nhau,

khi tăng dần vận tốc di chuyển của lực di động, độ võng lớn nhất Wmax thay đổi khá phức tạp, khi v0
đạt tới một giá trị nhất định, độ võng Wmax đơn điệu tăng, đạt cực trị rồi lại giảm dần.

Hình 11. Ảnh hưởng của quy luật phân bố lỗ rỗng đến

đường cong đáp ứng (độ võng-vận tốc) của tấm FGM

xốp

Hình 12. Ảnh hưởng của hệ số nền đàn hồi đến đường

cong đáp ứng của tấm FGM xốp

Cụ thể, trên Hình 11 (với các tham số: h = 0,1 m; a = b = 10h; e0 = 0,5; B = 0,5; K0 = J0 = 0),

có thể thấy rằng, cũng như các khảo sát trước, hai quy luật phân bố lỗ rỗng là phân bố đều và phân bố

bất đối xứng cho kết quả khá gần nhau, và lớn hơn so với trường hợp phân bố đối xứng (phân bố đối

xứng có độ cứng lớn nhất). Hệ số nền cũng làm tăng độ cứng của kết cấu, nền Pasternak cứng nhất,
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Hình 13. Ảnh hưởng của hệ số Skempton lên đường cong đáp ứng của tấm FGM xốp

sau đó là Winkler, và trường hợp không đặt trên nền đàn hồi như thể hiện trên Hình 12 (với các tham

số: h = 0,1 m; a = b = 10h; B = 0,5; phân bố đối xứng; e0 = 0,5). Hệ số Skempton cũng ảnh hưởng

đáng kể đến đường cong đáp ứng độ võng Wmax của tấm như minh họa trên Hình 13 (với các tham số

bài toán: h = 0,1 m; a = b = 10h; K0 = J0 = 0; FGM xốp phân bố đối xứng; e0 = 0,5). Có thể thấy

rằng, với tấm FGM xốp bão hòa chất lưu (B > 0) có độ cứng lớn hơn tấm FGM xốp không có chất

lưu (B = 0); rõ ràng là khi giảm hệ số Skempton B thì độ võng tấm tăng (độ cứng uốn của tấm giảm).

6. Kết luận

Bài báo đã xây dựng lời giải giải tích để tính toán tần số dao động riêng và đáp ứng chuyển vị tấm

FGM xốp bão hòa chất lưu, đặt trên nền đàn hồi, dưới tác dụng của tải trọng tập trung di động. Trong

đó, lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy, lý thuyết đàn hồi của Biot (cho vật liệu FGM xốp bão

hòa chất lưu), và nguyên lý Hamilton đã được sử dụng để thiết lập phương trình chủ đạo của bài toán.

Sau đó, lời giải giải tích dạng Navier được trình bày cho bài toán tấm có biên tựa khớp trên chu vi.

Ảnh hưởng của các tham số vật liệu, hình học tấm, nền đàn hồi, vận tốc di chuyển của tải trọng đến

các đặc trưng động học tấm (tần số dao động riêng và đáp ứng động của chuyển vị tấm) cũng đã được

khảo sát. Một số nhận xét chính từ kết quả bài báo:

- Kết cấu tấm FGM xốp với quy luật phân bố không đều đối xứng tỏ ra hiệu quả hơn (tần số dao

động riêng lớn hơn và độ võng động bé hơn) so với hai quy luật phân bố còn lại (phân bố đều và phân

bố không đều bất đối xứng).

- Khi tăng hệ số rỗng, giảm hệ số Skempton, giảm hệ số nền đàn hồi, giảm chiều dày tấm, thì độ

cứng của kết cấu tấm giảm (tần số dao động riêng giảm, độ võng của tấm tăng).

- Kết cấu tấm FGM xốp có chất lưu (B > 0) có độ cứng lớn hơn tấm FGM xốp không có chất lưu

(B = 0).
- Ảnh hưởng của hệ số Skempton đến tần số dao động riêng của tấm là đáng kể khi hệ số rỗng của

vật liệu đủ lớn.
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Phụ lục

Các số hạng trong ma trận độ cứng kết cấu [Kmn] được xác định bởi:

s11 = A11α
2 + A66β

2; s12 = (A12 + A66)αβ; s13 = −κD11α
3 − κ (D12 + 2D66)αβ2;

s14 = (B11 − κD11)α2 + (B66 − κD66) β2; s15 = (B12 + B66 − κD12 − κD66)αβ;

s21 = (A21 + A66)αβ; s22 =
(
A66α

2 + A22β
2
)

; s23 = −κ (D21 + 2D66)α2β − κD22β
3;

s24 = (B21 + B66 − κD21 − κD66)αβ; s25 = (B66 − κD66)α2 + (B22 − κD22) β2;

s31 = −κD11α
3 − κ (D21 + 2D66)αβ2; s32 = −κ (D12 + 2D66)α2β − κD22β

3;

s33 = κ
2G11α

4 + κ2 (G12 +G21 + 4G66)α2β2 + κ2G22β
4 + As

(
α2 + β2

)
+ kw + ksxα

2 + ksyβ
2;

s34 = Asα −
(
κE11 − κ

2G11
)
α3 −

(
κE21 + 2κE66 − κ

2G21 − 2κ2G66
)
αβ2;

s35 = Asβ −
(
κE12 + 2κE66 − κ

2G12 − 2κ2G66
)
α2β −

(
κE22 − κ

2G22
)
β3;

s41 = (B11 − κD11)α2 + (B66 − κD66) β2; s42 = (B12 + B66 − κD12 − κD66)αβ;

s43 = −
(
κE11 − κ

2G11
)
α3 + Asα −

(
κE12 − κ

2G12 + 2κE66 − 2κ2G66
)
αβ2;

s44 =
(
C11 − 2κE11 + κ

2G11
)
α2 +

(
C66 − 2κE66 + κ

2G66
)
β2 + As;

s45 =
(
C12 +C66 − 2κE12 − 2κE66 + κ

2G12 + κ
2G66

)
αβ;

s51 = (B21 + B66 − κD21 − κD66)αβ; s52 = (B66 − κD66)α2 + (B22 − κD22) β2;

s53 = Asβ −
(
κE21 + 2κE66 − κ

2G21 − 2κ2G66
)
α2β −

(
κE22 − κ

2G22
)
β3;

s54 =
(
C21 +C66 − 2κE21 − 2κE66 + κ

2G21 + κ
2G66

)
αβ;

s55 =
(
C66 − 2κE66 + κ

2G66
)
α2 +

(
C22 − 2κE22 + κ

2G22
)
β2 + As

Các số hạng trong ma trận khối lượng [Mmn] được xác định bởi:

m11 = I0; m13 = −κI3α; m14 = J1; m22 = I0; m23 = −κI3β; m25 = J1;

m31 = −κI3α; m32 = −κI3β; m33 = I0 + κ
2I6

(
α2 + β2

)
; m34 = −κJ4α; m35 = −κJ4β;

m41 = J1; m43 = −κJ4α; m44 = K2; m52 = J1; m53 = −κJ4β; m55 = K2
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