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Tóm tắt

Bài báo xây dựng lời giải giải tích để phân tích đáp ứng động học của dầm bằng vật liệu rỗng (functionally
graded porous materials-FGPMs) đặt trên nền đàn hồi Pasternak theo mô hình dầm Timoshenko. Ba quy luật
phân bố lỗ rỗng của vật liệu được xem xét bao gồm: phân bố đều, phân bố không đều đối xứng và phân bố
không đều bất đối xứng. Hệ trục tọa độ quy chiếu gắn với mặt trung hòa được sử dụng nhằm đơn giản hóa các
quan hệ nội lực-chuyển vị. Hệ phương trình chuyển động và điều kiện biên cho dầm được thiết lập trên cơ sở
nguyên lý Hamilton. Đáp ứng động lực học của dầm nhận được bằng cách sử dụng phương pháp Runge-Kutta.
Kết quả được kiểm chứng với các công bố của một số tác giả khác cho thấy độ tin cậy của lời giải. Ảnh hưởng
của tham số vật liệu, hình học, nền đàn hồi và các tham số của tải trọng di động đến ứng xử động của dầm được
khảo sát qua các ví dụ số.

Từ khoá: phân tích dao động; tải trọng di động; dầm vật liệu xốp; dầm Timoshenko; mặt trung hòa.

DYNAMIC ANALYSIS OF FG POROUS TIMOSHENKO BEAM UNDER MOVING LOAD BY USING AN
ANALYTICAL APPROACH

Abstract

This paper presents the analytical solutions for vibration analysis of functionally graded porous Timoshenko
beam resting on the Pasternak elastic foundation. Three porosity distribution patterns including uniform, non-
uniform symmetric, and non-uniform asymmetric are considered. The reference coordinate system coincides
with the neutral surface and is used to get a simple form of stress-displacement relations. Equations of motion
and boundary conditions are obtained via Hamilton’s principle. Natural frequency and transient displacement
are obtained by using the Runge-Kutta method. The results are verified with published ones to show the reli-
ability of the proposed solution. The effect of material and geometric parameters, elastic foundation stiffness
and moving load parameters are investigated through the numerical examples.

Keywords: vibration analysis; moving load; FGP beam; Timoshenko beam; neutral surface.
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1. Mở đầu

Vật liệu xốp (porous material) với các lỗ rỗng trong các vi cấu trúc, chẳng hạn như bọt kim loại.
Với khả năng hấp thụ năng lượng tốt, bọt kim loại được xem là một trong những vật liệu hứa hẹn nhất
để chế tạo kết cấu chịu tải trọng động [1–4]. Kết hợp với ý tưởng của vật liệu có cơ tính biến thiên
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(FGM), vật liệu xốp đặc trưng bởi quy luật phân bố các lỗ rỗng một cách liên tục trong cấu trúc vi
mô, vì thế được coi là một loại vật liệu FGM và được biết đến với tên gọi vật liệu FGM xốp (FGP-
functionally graded porous material). Do có tiềm năng ứng dụng cao và sở hữu nhiều đặc tính nổi trội
nên các nghiên cứu về ứng xử cơ học của kết cấu sử dụng vật liệu xốp nói chung [5] và dầm bằng vật
liệu xốp nói riêng đang thu hút được sự quan tâm của các nhà khoa học trong và ngoài nước, thể hiện
qua một số lượng lớn các công bố trong thời gian gần đây [6–9].

Kết cấu chịu tải trọng di động thường gặp phổ biến trong đời sống (mặt đường, đường băng sang
bay, đường ray, dầm tà vẹt, . . . ), ứng xử cơ học của chúng vì thế cũng khác biệt so với khi chịu tải
trọng tĩnh, đòi hỏi phải có các nghiên cứu chuyên sâu. Một trong số các tài liệu quan trọng nhất trong
phân tích kết cấu tải trọng di động là sách chuyên khảo của Frýba [10], trong đó nghiệm giải tích
cho một loạt bài toán dầm và tấm bằng vật liệu đẳng hướng chịu tác dụng của các loại tải trọng di
động khác nhau được xây dựng trên cơ sở biến đổi Fourier và biến đổi Laplace. Các kết quả phân tích
ứng xử động của dầm trên nền đàn hồi được Thambiratnam và Zhuge trình bày trong [11], Huang và
Thambiratnam trong [12], Gbadeyan và Oni trong [13], Kim và Roesset trong [14], Zhu và Law trong
[15]. Sử dụng các lý thuyết dầm khác nhau, Simsek [16] phân tích dao động của dầm FGM chịu tác
dụng của khối lượng di động. Simsek và Kocatürk [17] phân tích dao động riêng và dao động cưỡng
bức của dầm FGM chịu tác dụng của tải điều hòa di động. Sử dụng mô hình dầm Euler-Bernoulli,
Simsek và cs. [18] khảo sát ứng xử động của dầm FGM có cơ tính biến thiên dọc trục chịu tác dụng
của tải trọng điều hòa di động. Khalili và cs. [19] phân tích dao động cưỡng bức của dầm FGM chịu
tải trọng di động bằng phương pháp hỗn hợp Ritz-DQ. Malekzadeh và Monajjemzadeh [20] khảo sát
ứng xử động của dầm FGM trong môi trường nhiệt theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất bằng phương
pháp phần tử hữu hạn (PTHH). Wang và Wu [21] khảo sát ảnh hưởng nhiệt đến ứng xử động của dầm
FGM có cơ tính biến thiên theo tọa độ dọc trục chịu tác dụng của tải trọng điều hòa di động.

Bài toán dao động của dầm FGM chịu kích động bởi tải trọng di động được một số tác giả trong
nước quan tâm nghiên cứu trong thời gian gần đây. Phạm Đình Trung [22] phân tích dao động của
dầm FGM dưới tác động của khối lượng hoặc lực điều hòa di động bằng phương pháp PTHH. Lê Thị
Hà và đồng nghiệp xây dựng mô hình phần tử hữu hạn để phân tích dao động của dầm FGM đa nhịp
chịu lực điều hòa di động [23], dầm có mặt cắt ngang thay đổi chịu nhiều lực di động [24]. Hàm dạng
Kosmatka được Nguyễn Đình Kiên và cs. [25] dùng để xây dựng biểu thức ma trận độ cứng và ma trận
khối lượng cho phân tích dầm bằng vật liệu có cơ tính biến thiên theo hai phương (2D-FGM) chịu lực
di động. Phạm Quốc Hòa và cs. [26] phân tích động tấm FGM có vi lỗ rỗng đặt trên nền đàn hồi chịu
tác dụng của tải trọng di động bằng phương pháp PTHH trơn (Edge-Based Smoothed Finite Element
Method). Gần đây, Nguyễn Sỹ Nam và Lê Ngọc Phương [27] xây dựng nghiệm giải tích phân tích đáp
ứng động lực học của dầm Timoshenko chịu tải trọng di động. Ảnh hưởng của hệ số cản, tải trọng và
vận tốc di chuyển tải trọng lên dao động và ứng suất trong dầm đã được xét đến.

Qua nghiên cứu tổng quan, có thể thấy rằng, bài toán phân tích đáp ứng động cho dầm bằng vật
liệu xốp (FGP) chịu tải trọng di động theo phương pháp giải tích, có xét đến vị trí thực của mặt trung
hòa còn chưa được tác giả nào khám phá. Vì thế, trong bài báo này, phân tích dao động của dầm FGP
đặt trên nền đàn hồi trong đó yếu tố mặt trung hòa vật liệu được xét đến nhằm triệt tiêu tương tác
màng-uốn trong quan hệ nội lực-biến dạng. Để có lời giải không quá cồng kềnh, đồng thời khắc phục
được những hạn chế của dầm Euler-Bernoulli, lý thuyết dầm Timoshenko được sử dụng. Các phương
trình cân bằng của dầm được thiết lập trên cơ sở nguyên lý Hamilton. Ba quy luật phân bố của lỗ rỗng
bao gồm: phân bố đều, không đều đối xứng và không đều bất đối xứng theo chiều cao dầm được thực
hiện trong các phân tích. Các kết quả số cho thấy ảnh hưởng của các tham số vật liệu, tham số hình
học, nền đàn hồi và tham số tải di động lên đáp ứng của dầm FGP.
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2. Mô hình dầm bằng vật liệu FGP

Trong nghiên cứu này, dầm FGP có chiều dài L, chiều rộng b và chiều cao h trong hệ tọa độ xoz.
Do có cơ tính thay đổi theo tọa độ chiều cao dầm, mặt trung hòa của dầm có thể không trùng với mặt
trung bình. Để chỉ rõ vị trí mặt trung hòa của dầm FGM xốp, hai mặt phẳng khác nhau được sử dụng
cho tọa độ z: zms và zns tương ứng là tọa độ tính từ mặt trung bình và mặt trung hòa (xem Hình 1).

Hình 1. Mô hình dầm FGP trên nền đàn hồi dưới tác dụng của tải trọng di động

Các hằng số vật liệu biến thiên liên tục theo chiều cao dầm, phụ thuộc vào hệ số rỗng [6, 28]:
Phân bố đều - Dạng 1:

{E,G} = {E1,G1} (1 − e0χ) ; ρ = ρ1
√

1 − e0χ; χ =
1
e0
−

1
e0

(
2
π

√
1 − e0 −

2
π

+ 1
)2

(1)

Phân bố đối xứng - Dạng 2:

{E (zms) ,G (zms)} = {E1,G1}

[
1 − e0 cos

(
πzms

h

)]
; ρ (zms) = ρ1

[
1 − em cos

(
πzms

h

)]
(2)

Phân bố bất đối xứng - Dạng 3:

{E (zms) ,G (zms)} = {E1,G1}

[
1 − e0 cos

(
πzms

2h
+
π

4

)]
ρ (zms) = ρ1

[
1 − em cos

(
πzms

2h
+
π

4

)] (3)

trong đó, hệ số rỗng e0 được xác định bởi: e0 = 1 − E2/E1 = 1 −G2/G1; E1,G1, ρ1 và E2,G2, ρ2 lần
lượt là các giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của mô đun đàn hồi kéo - nén, mô đun đàn hồi trượt và khối
lượng riêng. Hệ số Poisson được coi là không thay đổi theo tọa độ chiều dày: ν = hằng số [29].

Vị trí mặt trung hòa của dầm FGP trong trường hợp phân bố bất đối xứng không trùng mặt trung
bình, được xác định từ điều kiện [30]:

h/2∫
−h/2

(zms −C) E(zms)dzms = 0 ⇒ C =


h/2∫
−h/2

zmsE(zms)dz

 /


h/2∫
−h/2

E(zms)dz

 (4)

3. Các hệ thức và phương trình chủ đạo

Sử dụng khái niệm mặt trung hòa, trường chuyển vị theo lý thuyết Timoshenko (TBT) [31]:

u(x, zns, t) = u0(x, t) + znsθx(x, t); w(x, zns, t) = w0(x, t) (5)
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trong đó: t là biến thời gian; u0,w0 tương ứng là chuyển vị màng và độ võng của một điểm trên mặt
trung hòa; θx là góc xoay của mặt cắt ngang quanh trục y của dầm.

Theo đó, các thành phần biến dạng bao gồm:

γxz = w,x + u,z = w0,x + θx (6)

Dấu (,) đi kèm các thành phần chuyển vị chỉ đạo hàm riêng theo biến tương ứng.
Đối với dầm vật liệu FGM xốp, quan hệ ứng suất biến dạng:

σx = Q11εx; τxz = Q66γxz; Q11 = E(zns); Q66 = G(zns) (7)

Tích phân các thành phần ứng suất theo phương chiều cao dầm, ta được các thành phần nội lực
Nx,Mx và Qxz; chúng liên hệ với các thành phần chuyển vị:

Nx = A11u0,x; Mx = D11θx,x; Qxz = As
55

(
w0,x + θx

)
(8)

trong đó: A11 = b

h/2−C∫
−h/2−C

E(zns)dzns; D11 = b

h/2−C∫
−h/2−C

z2
nsE(zns)dzns; As

55 = bks

h/2−C∫
−h/2−C

E(zns)
2 (1 + ν)

dzns; hệ

số hiệu chỉnh cắt ks = 5/6 được sử dụng trong nghiên cứu này.
Hệ phương trình chuyển động cho dầm FGP được xây dựng dựa trên nguyên lý Hamilton [32],

gồm ba phương trình:

Nx,x = I0ü0 + I1θ̈x

Qxz,x − KWw0 + KPw0,xx + P0(t)δ(x − vt) = I0ẅ0

Mx,x − Qxz = I1ü0 + I2θ̈x

(9)

trong đó: KW - hệ số độ cứng uốn (Winkler stiffness), KP - hệ số độ cứng cắt (shear stiffness). Tải
trọng di động là lực tập trung biểu diễn dưới dạng: P0(t) = F cos Ωt; F và Ω tương ứng là biên độ và
tần số của lực kích động; δ(.) là hàm Dirac delta, x là tham số tọa độ tính từ đầu trái của dầm; v0 là
vận tốc di chuyển của điểm đặt lực.

Các mô men quán tính của khối lượng được định nghĩa trong (9), bao gồm:

I0 =

∫
A

ρ(zns)dA = b

h/2−C∫
−h/2−C

ρ(zns)dzns

I1 =

∫
A

znsρ(zns)dA = b

h/2−C∫
−h/2−C

znsρ(zns)dzns

I2 =

∫
A

z2
nsρ(zns)dA = b

h/2−C∫
−h/2−C

z2
nsρ(zns)dzns

(10)

4. Lời giải giải tích

Xét dầm chữ nhật FGP liên kết khớp hai đầu, chịu tác dụng của tải trọng di động P0(t). Các điều
kiện biên của bài toán được thể hiện như sau:

Tại x = 0 và x = L: Nx = A11u,x = 0; w0 = 0; Mx = D11θx,x = 0 (11)

4



Bình, C. T. và cs. / Tạp chí Khoa học Công nghệ Xây dựng

Chọn dạng nghiệm Navier để thoả mãn các điều kiện biên trong (11):

u0(x, t) =

∞∑
m=1

U(t) cos
mπx

L

w0(x, t) =

∞∑
m=1

W(t) sin
mπx

L

θx(x, t) =

∞∑
m=1

Φx(t) cos
mπx

L

(12)

trong đó m, n = 1, 2, 3 . . . ; U,W,Φx là biên độ của chuyển vị dọc trục, độ võng và góc xoay.
Thay (12) vào (9) và áp dụng phương pháp Galerkin, ta được:

−A11α
2U = I0Ü + I1Φ̈

L
2

[(
As

55α
2 + KW + α2KP

)
W + As

55αΦ + I0Ẅ
]

= P0(t) sin
mπvt

L
−

(
D11α

2 + As
55

)
Φ − As

55αW = I1Ü + I2Φ̈

(13)

Từ đó, ta có biểu thức xác định các thành phần gia tốc theo chuyển vị:

cÜ = l11U + l12W + l13Φ

Ẅ = l22W + l23Φ +
2P0(t)

I0L
sin

mπvt
L

Φ̈ = l31U + l32W + l33Φ

(14)

trong đó các hệ số li j được xác định bởi:

l11 =
I2A11α

2

I2
1 − I0I2

; l12 = −
I1As

55α

I2
1 − I0I2

; l13 = −
I1

(
D11α

2 + As
55

)
I2
1 − I0I2

; l22 = −
As

55α
2 + KW + α2KP

I0
;

l23 = −
As

55α

I0
; l31 = −

I0I2A11α
2

I1
(
I2
1 − I0I2

) − A11α
2

I1
; l32 =

I0As
55α

I2
1 − I0I2

; l33 =
I0

(
D11α

2 + As
55

)
I2
1 − I0I2

.

4.1. Dao động riêng

Cho P0 = 0, ta xác định được tần số dao động riêng của dầm FGP từ việc giải định thức:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
l11 + ω2 l12 l13

0 l22 + ω2 l23

l31 l32 l33 + ω2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (15)

Nghiệm nhỏ nhất thu được từ (15) với mỗi giá trị (m) chính là các tần số dao động riêng ωm cần
tìm; từ đó ta xác định được tần số dao động cơ bản ω0 = min {ωm}.
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4.2. Đáp ứng động lực học

Xét dầm FGP dưới tác dụng của tải trọng di động P0 = F cos Ωt. Hệ phương trình (14) thu về
dạng:

Ü = l11U + l12W + l13Φ

Ẅ = l22W + l23Φ +
2F
I0L

cos Ωt sin
mπvt

L
Φ̈ = l31U + l32W + l33Φ

(16)

Hệ phương trình (16) được dùng để phân tích đáp ứng động lực học của dầm FGP. Phương pháp
Runge-Kutta với các điều kiện ban đầu U(0) = W(0) = Φ(0) = 0; U̇(0) = Ẇ(0) = Φ̇(0) = 0 sẽ được
áp dụng để nhận được đáp ứng của chuyển vị theo thời gian.

5. Khảo sát số và thảo luận

Dựa trên lời giải giải tích được xây dựng ở trên, các tác giả đã lập code chương trình trên nền
Matlab để phân tích đáp ứng động cho dầm FGP liên kết khớp hai đầu, đặt trên nền đàn hồi. Vật liệu
bọt kim loại (metal foam) với các cơ tính E1 = 200 GPa, ρ1 = 7850 kg/m3, ν = 1/3. Để thuận tiện, các
công thức không thứ nguyên sau đây được sử dụng [6, 33, 34]:

w =
w0 (L/2, t)

w∗
; w∗ =

FL3

48E1I

ω̂ = ωL

√
I10

A110
; ω̄ = ω

L2

h

√
ρ1

E1
; K0 = KW

L4

E1I
; J0 = KP

L2

E1I
; t∗ =

v0t
L

(17)

trong đó I∗0 , A
∗
11 tương ứng có giá trị là I0, A11 của dầm khi hệ số lỗ rỗng e0 = 0.

5.1. Ví dụ kiểm chứng

Xét dầm FGP với hai quy luật phân bố lỗ rỗng là: Phân bố không đều đối xứng và phân bố không
đều bất đối xứng (e0 = 0,5). Bảng 1 bao gồm tần số dao động cơ bản không thứ nguyên ω̂ của dầm với
các tỷ số kích thước dầm khác nhau: L/h = 10, L/h = 20 và L/h = 50. Các kết quả tính toán theo lời
giải giải tích trong bài báo được kiểm chứng với tác giả Chen và cs. [6] sử dụng nghiệm bán giải tích
và phương pháp Ritz cho thấy sự tương đồng (sai số lớn nhất về tần số dao động giữa kết quả trong
bài báo so với kết quả của Chen và cs. chỉ là 1,86%).

Bảng 1. Kiểm chứng tần số dao động cơ bản không thứ nguyên ω̂ của dầm FGP

Phân bố lỗ rỗng L/h
Nguồn

Sai số (%)
Chen và cs. [6] Bài báo

Phân bố đối xứng 10 0,2798 0,2803 0,17
20 0,1422 0,1422 0,02
50 0,0571 0,0571 0,05

Phân bố bất đối xứng 10 0,2599 0,2554 1,73
20 0,1318 0,1293 1,88
50 0,0529 0,0519 1,86

6
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Tiếp theo, bài báo xem xét dầm đẳng hướng có: E = 200 GPa, ρ = 7850 kg/m3; ν = 1/3, h =0,1 m,
b/h = 0,5; K0 = J0 = 0; v0 = 10 m/s, Ω = 0, với hai trường hợp tỷ số kích thước dầm bao gồm:
L/h = 50 (dầm dài) và L/h = 10 (dầm ngắn). Tính hội tụ của chuỗi trong khai triển nghiệm Navier
(12) đã được kiểm tra, và số số hạng được chọn là m = 10. Sử dụng phương pháp Runge-Kuta, số
bước thời gian được lấy là 2×104 (bước) khi L/h = 50 và 1×104 (bước) khi L/h = 10. Đồ thị đáp
ứng động của dầm dưới tác dụng của tải trọng di động theo lời giải giải tích xây dựng trong bài báo
thể hiện trong Hình 2, kết quả này được so sánh với kết quả theo nghiệm giải tích của Chopra [35] sử
dụng lý thuyết dầm Euler-Bernoulli theo công thức (18):

w0(L/2) =

∞∑
n=1

Φn(L/2)qn(t) (18)

trong đó:

Φn(x) = sin
nπx
L

; qn(t) =
2F
mL

1
ω2

n − (nπv0/L)2

(
sin

nπv0t
L
−

nπv0

ωnL
sinωnt

)
ωn =

n2π2

L2

√
EI
m

; m = ρA; A = bh

Các kết quả cho thấy, với trường hợp dầm dài, các đường cong độ võng-thời gian theo hai phương
pháp tính gần như trùng khớp. Trong trường hợp dầm ngắn, giá trị độ võng lớn nhất tại giữa dầm trong
bài báo w̄max(L/2) = 1,0506, lớn hơn so với kết quả tương ứng của Chopra có w̄max(L/2) = 1,0208
(sai lệch giữa hai phương pháp là 2,92%).

(a) L/h = 50 (b) L/h = 10

Hình 2. Kiểm chứng đáp ứng dao động của dầm đẳng hướng dưới tác dụng của tải trọng di động

Từ các kết quả tính toán kiểm chứng chỉ ra ở trên, có thể thấy rằng lời giải giải tích và chương
trình máy tính sử dụng trong bài báo có độ tin cậy.

5.2. Khảo sát dao động riêng của dầm FGP

Ảnh hưởng của quy luật phân bố lỗ rỗng và hệ số lỗ rỗng e0 lên tần số dao động cơ bản không
thứ nguyên của dầm FGP (L/h = 15, b/h = 0,5; K0 = J0 = 0) được thể hiện bằng đồ thị trên Hình 3.
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Các kết quả cho thấy, khi tăng hệ số lỗ rỗng, hai quy luật phân bố lỗ rỗng là phân bố đều và phân bố
không đều đối xứng có tần số dao động giảm dần, với kết quả tần số khá gần nhau; tuy nhiên, quy luật
phân bố lỗ rỗng không đều đối xứng thì ngược lại, tần số dao động tăng lên khi tăng hệ số lỗ rỗng.
Rõ ràng là phân bố đối xứng tỏ ra rất hiệu quả, việc tăng hệ số lỗ rỗng không những làm nhẹ kết cấu
(giảm khối lượng dao động), mà vẫn duy trì đà tăng tần số dao động.

Hình 3. Ảnh hưởng của hệ số lỗ rỗng và quy luật
phân bố lỗ rỗng lên tần số dao động cơ bản không

thứ nguyên

Hình 4. Ảnh hưởng của nền đàn hồi và tỷ số kích
thước dầm lên tần số dao động cơ bản không

thứ nguyên

Ảnh hưởng của tham số nền đàn hồi K0, J0 và tỷ số kích thước L/h lên tần số dao động cơ bản
không thứ nguyên của dầm FGP phân bố bất đối xứng (e0 = 0,5; b/h = 0,5) được thể hiện bằng đồ
thị trên Hình 4. Có thể nhận thấy rằng, với mỗi tỷ số kích thước dầm, dầm trên nền Pasternak (K0 =

100, J0 = 10) luôn có tần số dao động lớn nhất, sau đó đến dầm trên nền Winkler (K0 = 100, J0 = 0),
trường hợp dầm không có nền đàn hồi luôn có tần số dao động nhỏ nhất; việc tăng các hệ số nền đàn
hồi góp phần làm tăng cứng cho dầm, dẫn đến tần số dao động riêng tăng. Về ảnh hưởng của tỷ số
kích thước dầm lên tần số dao động cơ bản không thứ nguyên, kết quả trên đồ thị cho thấy, việc tăng
tỷ số kích thước dầm chỉ làm tăng tần số ω̄ khi L/h ≤ 15, sau đó thì tần số gần như không thay đổi.

5.3. Khảo sát dao đáp ứng động của dầm FGP

Hình 5 là đồ thị mô tả quan hệ giữa độ võng tại giữa dầm theo thời gian với các hệ số lỗ rỗng khác
nhau: e0 = 0,1; e0 = 0,3;e0 = 0,5 và e0 = 0,8. Dầm FGP có L/h = 15, b/h = 0,5; K0 = J0 = 0 dưới
tác dụng của tải trọng di động: v0 = 10 m/s, Ω = 0. Ba quy luật phân bố lỗ rỗng: Phân bố đều, phân
bố không đều đối xứng và phân bố không đều bất đối xứng được tính toán, so sánh với nhau về đáp
ứng động. Các kết quả trên đồ thị cho thấy: Với cùng một hệ số lỗ rỗng, phân bố đối xứng luôn có độ
võng bé hơn so với hai quy luật phân bố còn lại; và sự khác biệt này càng lớn khi hệ số lỗ rỗng e0 lớn.
Chẳng hạn như: với e0 = 0,1 phân bố đối xứng có độ võng lớn nhất tại giữa dầm w̄(L/2) là 1,0862
trong khi phân bố bất đối xứng và phân bố đều có kết quả độ võng tương ứng là 1,1116 và 1,1174;
còn khi e0 = 0,8 các quy luật phân bố: đối xứng, bất đối xứng và đều, có kết quả độ võng lần lượt là
1,4800, 2,5195 và 2,5038. Ngoài ra, với mỗi quy luật phân bố lỗ rỗng, khi tăng hệ số lỗ rỗng, độ cứng
của dầm giảm dẫn đến độ võng tăng.
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(a) Phân bố đều (b) Phân bố đối xứng

(c) Phân bố bất đối xứng

Hình 5. Ảnh hưởng của hệ số lỗ rỗng lên đường cong độ võng-thời gian của dầm FGP với
3 quy luật phân bố lỗ rỗng khác nhau

Hình 6. Ảnh hưởng của nền đàn hồi lên đường
cong độ võng-thời gian của dầm FGP

Ảnh hưởng của các hệ số nền đàn hồi lên đáp
ứng động của dầm FGP phân bố bất đối xứng (Ω =

0; L/h = 15, b/h = 0,5; e0 = 0,5) được thể hiện
qua đồ thị trên Hình 6. Từ đây ta thấy, dầm không
có nền đàn hồi luôn có độ võng w̄(L/2) lớn nhất,
sau đó đến trường hợp dầm trên nền Winkler; dầm
trên nền Pasternak luôn có độ võng nhỏ nhất; với
các giá trị độ võng tương ứng cho ba mô hình nền
là 1,5530; 0,6184 và 0,3910.

Các đường cong mô tả quan hệ giữa độ võng
lớn nhất tại giữa dầm w̄max(L/2) và vận tốc di
chuyển v0 của lực kích thích, với các giá trị khác
nhau của hệ số lỗ rỗng trong ba trường hợp quy
luật phân bố lỗ rỗng của dầm FGP được thể hiện
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trên đồ thị ở Hình 7. Trong ví dụ này, dầm FGP có Ω = 0; L/h = 15, b/h = 0,5; e0 = 0,5; K0 = J0 = 0.
Kết quả từ các đồ thị này cho thấy, với cả ba quy luật phân bố lỗ rỗng, khi tăng dần tốc độ di chuyển
của lực kích động, độ võng biến thiên rất phức tạp, khi v0 đạt tới một giá trị nhất định (tùy thuộc vào
hệ số lỗ rỗng trong từng trường hợp phân bố lỗ rỗng), độ võng w̄max(L/2) đơn điệu tăng, đạt cực trị
rồi lại giảm dần. Sự thay đổi một cách liên tục, lặp lại nhiều lần tính chất tăng dần, rồi lại giảm dần
độ võng khi vận tốc v0 còn nhỏ được giải thích bởi số chu trình dao động của dầm được thực hiện
nhiều khi vận tốc lực di động bé. Ngoài ra, về ảnh hưởng của hệ số lỗ rỗng e0 và quy luật phân bố lỗ
rỗng lên đường cong đáp ứng, có thể thấy rằng, với cùng một giá trị vận tốc v0: Hai quy luật phân bố
lỗ rỗng là phân bố đều và phân bố bất đối xứng cho kết quả khá gần nhau, và lớn hơn so với trường
hợp phân bố đối xứng; đồng thời, việc tăng hệ số lỗ rỗng làm giảm độ cứng dầm dẫn đến độ võng
w̄max(L/2) tăng.

(a) Phân bố đều (b) Phân bố đối xứng

(c) Phân bố bất đối xứng

Hình 7. Ảnh hưởng của vận tốc di chuyển lực kích thích hệ số lỗ rỗng và quy luật phân bố lỗ rỗng
lên đáp ứng của dầm FGP

Ảnh hưởng của tần số lực di động lên đáp ứng của dầm FGP phân bố bất đối xứng: h = 0,1,
L/h = 15, b/h = 0,5; e0 = 0,5; K0 = J0 = 0 được thể hiện bằng đồ thị ở Hình 8 và Hình 9. Lưu ý rằng,
hai tần số dao động riêng đầu tiên của dầm với các thông số đầu vào như trên là ω1 = 578,32 rad/s và
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ω2 = 2263,22 rad/s. Có thể nhận thấy, với mỗi giá trị của vận tốc v0, khi tần số lực kích thích tiến gần
tới tần số dao động cơ bản của dầm, độ võng w̄max(L/2) của dầm đặc biệt tăng nhanh, độ võng là lớn
nhất khi xảy ra hiện tượng cộng hưởng. Ví dụ như trong trường hợp v0 = 10 m/s, khi tần số dao động
của lực kích thích Ω = 0,Ω = 400 rad/s, Ω = 550 rad/s, Ω = 2200 rad/s, độ võng lớn nhất của dầm
có giá trị tương ứng là w̄max(L/2) = 1,5530; w̄max(L/2) = 3,0707; w̄max(L/2) = 26,3592; w̄max(L/2) =
0,1029. Các kết quả trên Hình 9 cho thấy, trong miền cộng hưởng, việc tăng tốc độ di chuyển của lực
kích thích góp phần làm giảm nhanh độ võng của dầm.

Hình 8. Đường cong đáp ứng độ võng theo thời gian
với các tần số của lực kích thích khác nhau

(v0 = 10 m/s)

Hình 9. Ảnh hưởng của tần số lực kích thích lên đáp
ứng của dầm FGP với các giá trị khác nhau của

vận tốc v0

6. Kết luận

Bài báo xây dựng mô hình giải tích tính toán tần số dao động riêng và đáp ứng động lực học trong
dầm FGP, dưới tác dụng của tải trọng điều hòa di động. Nghiệm giải tích được thiết lập cho dầm khi
kể đến vị trí thực của mặt trung hòa; chương trình tính viết trên nền Matlab được kiểm chứng, cho
thấy đủ tin cậy. Với việc sử dụng hệ quy chiếu gắn với mặt trung hòa, các phương trình quan hệ của
dầm FGP trở nên đơn giản hơn, tương tự như dầm đẳng hướng. Các khảo sát số cho phép đánh giá
ảnh hưởng của các tham số hình học, vật liệu, nền đàn hồi, tốc độ di chuyển và tần số lực kích thích
di động đến đáp ứng động của dầm. Các kết quả nhận được cho thấy:

- Quy luật phân bố không đều đối xứng có ưu điểm phát huy được độ cứng kết cấu, cho tần số dao
động riêng lớn hơn và độ võng động bé hơn so với hai quy luật phân bố còn lại: Phân bố đều và phân
bố không đều bất đối xứng khi chịu tải di động;

- Khi tăng hệ số rỗng, độ cứng của kết cấu giảm, tần số dao động riêng giảm, độ võng động của
dầm tăng;

- Khi tăng các hệ số độ cứng của nền đàn hồi, độ cứng của kết cấu tăng, làm cho tần số dao động
riêng tăng;

- Khi tần số của lực kích thích tiến dần tới tần số dao động cơ bản của dầm, hiện tượng cộng
hưởng xảy ra, độ võng của dầm tăng đột biến; khi đó, tốc độ di chuyển của lực kích thích càng lớn thì
độ võng của dầm càng giảm mạnh;

11



Bình, C. T. và cs. / Tạp chí Khoa học Công nghệ Xây dựng

- Tỷ số kích thước dầm chỉ ảnh hưởng nhẹ tới tần số dao động cơ bản không thứ nguyên khi
L/h ≤ 15.

Các kết quả nhận được là hữu ích cho công tác nghiên cứu, thiết kế các kết cấu dầm làm bằng vật
liệu FGP chịu tải di động.
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