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Tóm tắt

Thuật toán Rao, thuật toán mới được phát triển năm 2020, là thuật toán mê-ta-ơ-rít-tíc có cấu trúc rất đơn giản,
cho kết quả tốt trong một số bài toán tối ưu hàm toán. Mặc dù mới ra đời, thuật toán Rao đã đón nhận sự quan
tâm ngày càng tăng từ cộng đồng nghiên cứu. Đã có các nghiên cứu ứng dụng thuật toán Rao để giải quyết một
số bài toán tối ưu trong kỹ thuật. Tuy nhiên, ứng dụng của thuật toán Rao trong tối ưu kết cấu công trình vẫn
chưa được khai thác đầy đủ. Bài báo này nghiên cứu khả năng và tính ứng dụng của thuật toán Rao đối với bài
toán tối ưu hóa tiến diện ngang của kết cấu dàn theo điều kiện bền và chuyển vị. Một kỹ thuật xử lý điều kiện
ràng buộc, kỹ thuật tìm kiếm biên khả thi (FBS), được sử dụng trong nghiên cứu. Hiệu quả của phương pháp
đề xuất được đánh giá thông qua một số ví dụ số.

Từ khoá: tối ưu kết cấu dàn; thuật toán mê-ta-ơ-rít-tíc; thuật toán Rao; tìm kiếm biên khả thi (FBS).

OPTIMAL SIZING OF SPATIAL TRUSS USING CONSTRAINED RAO ALGORITHM

Abstract

Rao algorithms are newly developed metaheuristics. The algorithms have a simple structure, require no other
parameter than the population size to perform, and are quite competitive in solving optimization problems. It
is worth to examine Rao algorithms in complex optimization problems like truss structures. In this paper, the
optimal sizing of spatial truss using Rao algorithms is explored. A constrained Rao algorithm is developed by
integrating the Feasible Boundary Search (FBS) technique with the Rao-1 strategy. It has been demonstrated
that Rao-1 with FBS is robust and computationally efficient in obtaining the minimum weight of two space
trusses.
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1. Đặt vấn đề

Kết cấu dàn là một trong những loại kết cấu được sử dụng phổ biến hiện nay nhờ khả năng vượt
nhịp lớn, hình thức đẹp và phong phú, phát huy tối đa khả năng của vật liệu. Việc tối ưu hóa kết cấu
dàn là một bài toán thiết kế kết cấu phổ biến. Thông thường, hàm mục tiêu là cực tiểu hóa trọng lượng
của dàn với ràng buộc về ứng suất, chuyển vị và/hoặc tần số dao động tự nhiên. Bài toán tối ưu hóa
này được biết đến là một bài toán phức tạp do các ràng buộc phi tuyến và miền nghiệm không lồi, rất
khó giải quyết bằng các phương pháp dựa trên gradient truyền thống. Nhiều nghiên cứu đã tập trung
vào việc phát triển các kỹ thuật tối ưu hóa để giải quyết các bài toán tối ưu hóa dàn phức tạp này [1].
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Trong những năm gần đây, các thuật toán mê-ta-ơ-rít-tíc, như thuật toán di truyền, thuật toán tiến
hóa, các thuật toán dựa trên mô phỏng tự nhiên ngày càng được sử dụng nhiều hơn trong lĩnh vực tối
ưu hóa dàn [2–8]. Tuy nhiên, phần lớn các thuật toán này cần các tham số điều khiển, do đó làm hạn
chế khả năng ứng dụng trong bài toán thực tế. Vì vậy, cần có các kỹ thuật tối ưu hóa đơn giản có thể
cung cấp các giải pháp đáng tin cậy cho bài toán tối ưu kết cấu dàn. Từ nhu cầu đó, các siêu mô phỏng
không có tham số đã được phát triển như thuật toán TLBO (Teaching-Learning-Based-Optimization)
[9], thuật toán Jaya [10] và Rao [11]. Trong số các thuật toán tối ưu hóa này, TLBO và Jaya đã có một
số ứng dụng trong thiết kế dàn [12–25]. Thuật toán Rao là thuật toán mới được phát triển, có cấu trúc
rất đơn giản, cho kết quả tốt trong một số bài toán tối ưu hàm toán. Tuy nhiên, việc áp dụng các thuật
toán Rao trong thiết kế tối ưu kết cấu dàn vẫn còn chưa được khai thác đầy đủ.

Bài báo này nghiên cứu khả năng và tính ứng dụng của thuật toán Rao đối với bài toán tối ưu hóa
tiến diện ngang của kết cấu dàn theo điều kiện bền và chuyển vị. Đặc biệt, một thuật toán Rao mới
được thiết lập bằng cách kết hợp kỹ thuật tìm kiếm theo biên khả thi (FBS) với thuật toán Rao-1 để
xử lý các ràng buộc một cách hiệu quả. Phương pháp đề xuất có tên RaoFBS, được kiểm tra qua các
ví dụ số trên hai kết cấu dàn không gian với các biến liên tục. Hiệu quả của RaoFBS được so sánh với
một số thuật toán mê-ta-ơ-rít-tíc khác.

2. Tối ưu kích thước dàn với ràng buộc ứng suất và chuyển vị

2.1. Biến thiết kế

Các biến thiết kế là diện tích tiết diện của các thanh dàn. Giá trị của các biến thiết kế được tìm
kiếm trong phạm vi được xác định trước Ai,low ≤ Ai ≤ Ai,up với Ai,low, Ai,up là giới hạn dưới và giới
hạn trên của diện tích mặt cắt ngang của thanh thứ i.

2.2. Hàm mục tiêu và các điều kiện ràng buộc

Mục tiêu của bài toán thiết kế là cực tiểu hóa trọng lượng của dàn bằng cách tìm tiết diện tối ưu
của các thanh dàn sao cho ứng suất và chuyển vị phát sinh trong dàn nằm trong giới hạn cho phép
(theo tiêu chuẩn). Với một kết cấu dàn cho trước, ta cần xác định một véc tơ của Nm diện tích mặt cắt
ngang x = {A1, A2, . . . , ANm} sao cho tổng trọng lượng của dàn được cực tiểu hóa theo các ràng buộc
đã cho. Bài toán được biểu diễn như sau:

Minimize W =
Nm∑
i=1

ρiLiAi (1)

s.t. g j ≤ g0, j, j = 1, . . . ,Nc

Ai,low ≤ Ai ≤ Ai,up
(2)

với ρi và Li lần lượt là trọng lượng riêng của vật liệu và chiều dài của thanh thứ i; g j là hàm ràng buộc
thứ j; g0, j là giá trị cho phép của g j; Nc là số lượng điều kiện ràng buộc. Trong nghiên cứu này, chỉ
xem xét ràng buộc về ứng suất và chuyển vị.

3. Tìm kiếm theo biên khả thi

Xử lý ràng buộc là một trong những vấn đề quan trọng trong việc giải quyết các bài toán tối ưu
hóa có ràng buộc. Một giải pháp thỏa mãn tất cả các ràng buộc được gọi là một giải pháp khả thi. Tập
hợp các giải pháp khả thi tạo nên miền nghiệm (miền thiết kế). Trong bài toán tối ưu kết cấu dàn, ràng
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buộc là ứng suất trong các thanh và chuyển vị nút không vượt quá giới hạn cho phép. Thực tế, giải
pháp tối ưu thường nằm trên biên của miền thiết kế, do vậy việc giới hạn tìm kiếm trên biên của miền
thiết kế sẽ đẩy nhanh quá trình giải bài toán tối ưu hóa. Phương pháp này được gọi là tìm kiếm theo
biên khả thi (FBS), được giới thiệu bởi Baghlani và Makiabadi [26] trong bài toán tối ưu kích thước
dàn bằng thuật toán bầy đom đóm (Firefly algorithm). FBS dựa trên mối quan hệ tuyến tính giữa tải
trọng và đáp ứng (ứng suất và chuyển vị) của kết cấu dàn, và chỉ áp dụng hiệu quả cho bài toán phân
tích tuyến tính. Phương pháp được trình bày như sau.

Giả thiết quan hệ ứng suất-biến dạng là quan hệ tuyến tính. Chuyển vị tại các nút được xác định
theo từ quan hệ:

K · u = f (3)

trong đó K là ma trận độ cứng; f là véc tơ lực nút; u là véc tơ chuyển vị nút. Lực dọc và ứng suất trong
các thanh được xác định từ véc tơ chuyển vị nút. Có thể thấy, nếu nhân ma trận độ cứng với một số
β > 0 có nghĩa diện tích tiết diện của tất cả các thanh được nhân với β, chuyển vị và ứng suất sẽ giảm
đi 1/β. Do đó, để thỏa mãn ràng buộc thứ j chỉ cần nhân diện tích tiết diện của tất cả các thanh dàn
đang xét với một hệ số:

β j = max
{

0,
g j

g0, j

}
(4)

trong đó g j là giá trị của ràng buộc thứ j (chuyển vị hoặc ứng suất) tương ứng với phương án đang
xét. Để thỏa mãn tất cả các ràng buộc, ta nhân diện tích tiết diện của các thanh với hệ số:

βmax = max{β j}, j = 1, . . . ,Nc (5)

Để đảm bảo các thanh có diện tích tiết diện không nhỏ hơn giá trị nhỏ nhất cho phép, diện tích
tiết diện các thanh được nhân với hệ số:

αmax = max
{

1,
Ai,low

Ai

}
, i = 1, . . . ,Nm (6)

4. Thuật toán Rao tối ưu tiết diện thanh dàn

Thuật toán Rao, bao gồm Rao-1, Rao-2 và Rao -3, là những thuật toán mê-ta-ơ-rít-tíc không tham
số dựa trên quần thể được phát triển bởi Rao [11]. Rao cũng là cha đẻ của hai thuật toán mê-ta-ơ-rít-tíc
không tham số nổi tiếng khác là TLBO and Jaya. Các thuật toán Rao sử dụng các quy tắc rất đơn giản
để tạo ra một giải pháp thiết kế mới từ một nhóm NP các giải pháp.

Tại bất kỳ bước lặp t nào, giải pháp thiết kế thứ p được cập nhật là:
- Thuật toán Rao-1:

xnew
p = xp + r1 · (xbest − xworst) (7)

- Thuật toán Rao-2:

xnew
p = xp + r1 · (xbest − xworst) + r2 · d · (|xp| − |xr |) (8)

- Thuật toán Rao-3:

xnew
p = xp + r1 · (xbest − |xworst|) + r2 · d · (|xp| − xr) (9)

với xp là giải pháp ứng viên thứ p; xbest và xworst lần lượt là giải pháp tốt nhất và xấu nhất trong quần
thể giải pháp; xr là một giải pháp thiết kế được chọn ngẫu nhiên từ quần thể giải pháp; r1 và r2 là hai
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véc tơ lấy ngẫu nhiên trong khoảng [0, 1]; d một số nhận giá trị 1 hoặc −1 tùy thuộc vào mối quan hệ
thứ tự giữa xp và xr: d = 1 nếu xp tốt hơn xr; trường hợp khác d = −1.

Trong nghiên cứu này, các tác giả đề xuất thuật toán RaoFBS, là sự kết hợp của thuật toán Rao-1
với kỹ thuật FBS, để tối ưu kích thước tiết diện thanh dàn. Cấu trúc của thuật toán như sau:

- Định nghĩa hàm mục tiêu W, các điều kiện ràng buộc, NP, Tmax.
- Tạo quần thể gồm NP các giải pháp thiết kế, tạo giá trị ban đầu diện tích tiết diện thanh thứ i của
phương án thiết kế xp:

Ap,i = Ai,low + rand() × (Ai,up − Ai,low)
p = 1, . . . ,NP; i = 1, . . . ,Nm

- Xác định hàm mục tiên Wp và các ràng buộc g j cho xp.
- Xác định βmax, αmax cho bởi công thức (5) và (6), áp dụng kỹ thuật tìm kiếm FBS:

xp = αmaxβmaxxp

t = 1;
while t < Tmax do

Tìm xbest và xworst trong quần thể NP
for p = 1 to NP do

Tạo véc tơ ngẫu nhiên r1
xnew

p = xp + r1 · (xbest − xworst);
Xác địnhg j và βmax, và αmax for xnew

p

Áp dụng FBS: xnew
p = αmaxβmaxxnew

p ;
Tính toán Wnew

p for xnew
p

if Wnew
p ≤ Wp then
xp = xnew

p ;
end if

end for
t = t + 1;

end while
Cập nhật và xuất kết quả xbest và Wbest

5. Áp dụng

Trong phần này, thuật toán RaoFBS được áp dụng để tối ưu kích thước tiết diện thanh của hai kết
cấu dàn không gian 25 thanh và 72 thanh. Để làm rõ hiệu quả của thuật toán RaoFBS, kết quả tính
toán theo RaoFBS sẽ được so sánh với kết quả tính toán theo một số thuật toán mê-ta-ơ-rít-tíc khác
cũng sử dụng FBS (Thuật toán bầy đom đóm kết hợp với FBS, FBSFA [26]; thuật giải thụ phấn hoa
kết hợp với FBS, FBS-FPA [27] và thuật toán tiến hóa vi phân cải tiến (ODE-NNC) [28]). Các phương
pháp dùng để so sánh được lựa chọn trong số những phương pháp hiệu quả nhất đã được áp dụng cho
bài toán này. Kết quả tính toán còn được so sánh với thuật toán Rao-1 và Rao-2 sử dụng quy tắc xử lý
ràng buộc của Deb [29].
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5.1. Miêu tả bài toán

a. Dàn 25 thanh
Sơ đồ kết cấu dàn không gian 25 thanh được mô tả trên Hình 1. Mô đun đàn hồi và khối lượng

riêng của vật liệu tương ứng là 104 ksi và 0,1 lb/in3. Diện tích tiết diện của các thanh được chia thành
8 nhóm. Chuyển vị nút cho phép là 0,35 in. Ứng suất kéo cho phép là 40 ksi, và ứng suất nén cho
phép (có xét đến yêu cầu ổn định của thanh chịu nén) đối với 8 nhóm là −35,092; −11,590; −17,305;
−35,092; −35,092; −6,759; −6,959; −11,082 (ksi). Hai trường hợp tải trọng được xem xét có dữ liệu
được cho trong Bảng 1. Diện tích tiết diện thanh (in2) được chọn trong khoảng [0,01; 3,4].
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Hình 1. Sơ đồ dàn không gian 25 thanh

Bảng 1. Số liệu tải trọng cho dàn không gian 25 thanh

Trường hợp Nút Fx (kips) Fy (kips) Fz (kips)

1 1 0 20 −5
2 0 −20 −5

2 1 1 10 −5
2 0 10 −5
3 0,5
6 0,5

b. Dàn 72 thanh
Sơ đồ kết cấu dàn không gian 72 thanh được cho trên Hình 2. Các thanh được chia thành 16 nhóm,

diện tích mặt cắt ngang được chọn trong khoảng [0,1; 2,5] (in2). Các ràng buộc bao gồm chuyển vị
nút cho phép 0,25 in theo cả hai phương x, y, ứng suất cho phép ±25 ksi. Khối lượng riêng và mô đun
đàn hồi của vật liệu lần lượt là 0,1 lb/in3 và 104 ksi. Số liệu tải trọng được cho trong Bảng 2.

Thuật toán RaoFBS, Rao-1 và Rao-2 được sử dụng để tối ưu mỗi dàn với 20 lần chạy độc lập.
Sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn để tính toán chuyển vị nút và ứng suất trong các thanh. Kích
thước quần thể cho cả hai trường hợp là NP = 20 và 25. Bước lặp tối đa là 350 cho cả dàn 25 thanh và
dàn 72 thanh.
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lb/in3 và 104 ksi. Số liệu tải trọng được cho trong Bảng 2. 

 
Hình 2. Sơ đồ dàn không gian 72 thanh 

Bảng 2. Số liệu tải trọng cho dàn không gian 72 thanh 

Trường hợp Nút Fx 
(kips) 

Fy 
(kips) 

Fz 
(kips) 

1 1 5 5 -5 

2 

1 0 0 -5 
2 0 0 -5 
3 0 0 -5 
4 0 0 -5 

Thuật toán RaoFBS, Rao-1 và Rao-2 được sử dụng để tối ưu mỗi dàn với 20 lần chạy 
độc lập. Sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn để tính toán chuyển vị nút và ứng suất 
trong các thanh. Kích thước quần thể cho cả hai trường hợp là NP=20 và 25. Bước lặp 
tối đa là 350 cho cả dàn 25 thanh và dàn 72 thanh. 

5.2. Kết quả tính toán 

a. Dàn 25 thanh 

Hình 3 mô tả đồ thị hội tụ kết quả trọng lượng tối ưu bằng thuật toán Rao. Hình 
3(a) so sánh kết quả tính toán theo Rao-1, Rao-2 và RaoFBS. Hình 3(b) mô tả các kết 
quả trọng lượng tối ưu theo RaoFBS, bao gồm đường cong hội tụ trung bình ("average") 
và đường cong trường hợp tốt nhất ("best"). Theo quan sát, RaoFBS hội tụ nhanh hơn 
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Hình 2. Sơ đồ dàn không gian 72 thanh

Bảng 2. Số liệu tải trọng cho dàn không gian 72 thanh

Trường hợp Nút Fx (kips) Fy (kips) Fz (kips)

1 1 5 5 −5

2 1 0 0 −5
2 0 0 −5
3 0 0 −5
4 0 0 −5

5.2. Kết quả tính toán

a. Dàn 25 thanh

Hình 3 mô tả đồ thị hội tụ kết quả trọng lượng tối ưu bằng thuật toán Rao. Hình 3(a) so sánh
kết quả tính toán theo Rao-1, Rao-2 và RaoFBS. Hình 3(b) mô tả các kết quả trọng lượng tối ưu
theo RaoFBS, bao gồm đường cong hội tụ trung bình (“average”) và đường cong trường hợp tốt nhất
(“best”). Theo quan sát, RaoFBS hội tụ nhanh hơn Rao-1 và Rao-2. Theo RaoFBS, đường cong “best”
hội tụ nhanh hơn đường cong trung bình.

Bảng 3 đưa ra kết quả tối ưu thu được bởi RaoFBS so sánh với kết quả tối ưu theo một số thuật
toán mê-ta-ơ-rít-tíc đã được nghiên cứu trước đó bao gồm ODE-NNC [28], FBSFA [26], và FBS-FPA
[27]. Trong đó, FBSFA và FBS-FPA cũng sử dụng FBS để xử lý các ràng buộc. Kết quả cho thấy,
trọng lượng tối ưu theo RaoFBS so với các phương pháp khác chênh lệch rất ít. RaoFBS cũng cho
kết quả ổn định với độ lệch rất nhỏ của trọng lượng trong 20 lần chạy. Ngoài ra, giải pháp tối ưu của
RaoFBS trong 20 lần chạy thỏa mãn tất cả các ràng buộc. Các giá trị ràng buộc mà RaoFBS thu được
bằng giới hạn cho phép. Với NP = 20, RaoFBS thu được trọng lượng nhỏ hơn so với trường hợp NP =
25, trong khi số lần phân tích kết cấu lại nhỏ hơn.
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Rao-1 và Rao-2. Theo RaoFBS, đường cong "best" hội tụ nhanh hơn đường cong trung 
bình. 

 
(a) So sánh giữa các thuật toán Rao (b) Quá trình hội tụ theo RaoFBS 

Hình 3. Quá trình tối ưu hóa cho dàn 25 thanh theo RaoFBS 

 

Bảng 3. Kết quả tối ưu cho dàn 25 thanh bằng RaoFBS và các phương pháp khác 

Tham số 
ODE-NNC 

[28] 
FBSFA 

[26] 
FBS-FPA 

[27] 
RaoFBS 
NP=25 

RaoFBS 
NP=20 

Nhóm 1 0,01 0,01000 0,010002 0,010032 0,010103 
Nhóm 2 1,98708   1,99248 1,9838   1,9962   1,9788 
Nhóm 3 2,99347   2,98329 2,998   2,9784    3,005 
Nhóm 4 0,01 0,01000 0,01001 0,010038 0,010009 
Nhóm 5 0,01 0,01000 0,010052  0,01005 0,010035 
Nhóm 6 0,68369 0,68417 0,68541  0,68457  0,68567 
Nhóm 7 1,67688 1,6771 1,6775   1,6762   1,6786 
Nhóm 8 2,66249 2,66454 2,659   2,6655   2,6565 
Wbest (lb) 545,1630 545,17 545,1630 545,1739   545,1685 
Wmean (lb) 545,1649 - 545,1654 545,1819   545,1832 
Wworst (lb) - - 545,1698 545,1992   545,2108 

Độ lệch chuẩn 0,00252 - 0,00148 0,00609 0,01133 
Ứng suất lớn nhất 

(ksi) 
- -6,9547 -6,95879 -6,959 -6,959 

Chuyển vị lớn nhất 
(in) 

- 0,35000 0,35 0,35 0,35 

Số lần phân tích 5000 - 7025 8750 7000 

(a) So sánh giữa các thuật toán Rao
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Rao-1 và Rao-2. Theo RaoFBS, đường cong "best" hội tụ nhanh hơn đường cong trung 
bình. 

 
(a) So sánh giữa các thuật toán Rao (b) Quá trình hội tụ theo RaoFBS 

Hình 3. Quá trình tối ưu hóa cho dàn 25 thanh theo RaoFBS 

 

Bảng 3. Kết quả tối ưu cho dàn 25 thanh bằng RaoFBS và các phương pháp khác 

Tham số 
ODE-NNC 

[28] 
FBSFA 

[26] 
FBS-FPA 

[27] 
RaoFBS 
NP=25 

RaoFBS 
NP=20 

Nhóm 1 0,01 0,01000 0,010002 0,010032 0,010103 
Nhóm 2 1,98708   1,99248 1,9838   1,9962   1,9788 
Nhóm 3 2,99347   2,98329 2,998   2,9784    3,005 
Nhóm 4 0,01 0,01000 0,01001 0,010038 0,010009 
Nhóm 5 0,01 0,01000 0,010052  0,01005 0,010035 
Nhóm 6 0,68369 0,68417 0,68541  0,68457  0,68567 
Nhóm 7 1,67688 1,6771 1,6775   1,6762   1,6786 
Nhóm 8 2,66249 2,66454 2,659   2,6655   2,6565 
Wbest (lb) 545,1630 545,17 545,1630 545,1739   545,1685 
Wmean (lb) 545,1649 - 545,1654 545,1819   545,1832 
Wworst (lb) - - 545,1698 545,1992   545,2108 

Độ lệch chuẩn 0,00252 - 0,00148 0,00609 0,01133 
Ứng suất lớn nhất 

(ksi) 
- -6,9547 -6,95879 -6,959 -6,959 

Chuyển vị lớn nhất 
(in) 

- 0,35000 0,35 0,35 0,35 

Số lần phân tích 5000 - 7025 8750 7000 

(b) Quá trình hội tụ theo RaoFBS

Hình 3. Quá trình tối ưu hóa cho dàn 25 thanh theo RaoFBS

Bảng 3. Kết quả tối ưu cho dàn 25 thanh bằng RaoFBS và các phương pháp khác

Tham số
ODE-NNC

[28]
FBSFA

[26]
FBS-FPA

[27]
RaoFBS
NP = 25

RaoFBS
NP = 20

Nhóm 1 0,01 0,01000 0,010002 0,010032 0,010103
Nhóm 2 1,98708 1,99248 1,9838 1,9962 1,9788
Nhóm 3 2,99347 2,98329 2,998 2,9784 3,005
Nhóm 4 0,01 0,01000 0,01001 0,010038 0,010009
Nhóm 5 0,01 0,01000 0,010052 0,01005 0,010035
Nhóm 6 0,68369 0,68417 0,68541 0,68457 0,68567
Nhóm 7 1,67688 1,6771 1,6775 1,6762 1,6786
Nhóm 8 2,66249 2,66454 2,659 2,6655 2,6565

Wbest (lb) 545,1630 545,17 545,1630 545,1739 545,1685
Wmean (lb) 545,1649 - 545,1654 545,1819 545,1832
Wworst (lb) - - 545,1698 545,1992 545,2108

Độ lệch chuẩn 0,00252 - 0,00148 0,00609 0,01133
Ứng suất lớn nhất (ksi) - −6,9547 −6,95879 −6,959 −6,959
Chuyển vị lớn nhất (in) - 0,35000 0,35 0,35 0,35

Số lần phân tích 5000 - 7025 8750 7000

b. Dàn 72 thanh

Quá trình tối ưu hóa của các thuật toán Rao được thể hiện trên Hình 4. Một lần nữa, RaoFBS có
tốc độ hội tụ cao hơn nhiều so với Rao-1 và Rao-2 (Hình 4(a)). Đối với ví dụ này, đường cong hội tụ
phương án tốt nhất của RaoFBS hơi chậm hơn so với đường cong hội tụ trung bình (Hình 4(b)).

Kết quả tính toán theo RaoFBS được cho trong Bảng 4 và so sánh với một số phương pháp khác.
Trong ví dụ này RaoFBS có số lần phân tích ít hơn các thuật toán khác và cho kết quả tương đương.
Hơn nữa, RaoFBS là thuật toán ổn định nhất với độ lệch của trọng lượng tối ưu trong 20 lần chạy nhỏ
hơn so với các thuật toán khác. Kết quả của RaoFBS cho trường hợp NP = 20 và NP = 25 không có
nhiều khác biệt. Thậm chí với NP = 20, RaoFBS cho kết quả trung bình và độ ổn định tốt hơn so với
NP = 25.
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Bảng 3 đưa ra kết quả tối ưu thu được bởi RaoFBS so sánh với kết quả tối ưu theo 
một số thuật toán mê-ta-ơ-rít-tíc đã được nghiên cứu trước đó bao gồm ODE-NNC [28], 
FBSFA [26], và FBS-FPA [27]. Trong đó, FBSFA và FBS-FPA cũng sử dụng FBS để 
xử lý các ràng buộc. Kết quả cho thấy, trọng lượng tối ưu theo RaoFBS so với các 
phương pháp khác chênh lệch rất ít. RaoFBS cũng cho kết quả ổn định với độ lệch rất 
nhỏ của trọng lượng trong 20 lần chạy. Ngoài ra, giải pháp tối ưu của RaoFBS trong 20 
lần chạy thỏa mãn tất cả các ràng buộc. Các giá trị ràng buộc mà RaoFBS thu được bằng 
giới hạn cho phép. Với NP=20, RaoFBS thu được trọng lượng nhỏ hơn so với trường 
hợp NP=25, trong khi số lần phân tích kết cấu lại nhỏ hơn. 

b. Dàn 72 thanh 

Quá trình tối ưu hóa của các thuật toán Rao được thể hiện trên Hình 4. Một lần 
nữa, RaoFBS có tốc độ hội tụ cao hơn nhiều so với Rao-1 và Rao-2 (Hình 4(a)). Đối 
với ví dụ này, đường cong hội tụ phương án tốt nhất của RaoFBS hơi chậm hơn so với 
đường cong hội tụ trung bình (Hình 4(b)). 

 
(a) So sánh giữa các thuật toán Rao          (b) Quá trình hội tụ theo RaoFBS 

Hình 4. Quá trình tối ưu hóa cho dàn 72 thanh theo RaoFBS 

 

Kết quả tính toán theo RaoFBS được cho trong Bảng 4 và so sánh với một số 
phương pháp khác. Trong ví dụ này RaoFBS có số lần phân tích ít hơn các thuật toán 
khác và cho kết quả tương đương. Hơn nữa, RaoFBS là thuật toán ổn định nhất với độ 
lệch của trọng lượng tối ưu trong 20 lần chạy nhỏ hơn so với các thuật toán khác. Kết 
quả của RaoFBS cho trường hợp NP=20 và NP=25 không có nhiều khác biệt. Thậm chí 
với NP=20, RaoFBS cho kết quả trung bình và độ ổn định tốt hơn so với NP=25. 

  

(a) So sánh giữa các thuật toán Rao
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Bảng 3 đưa ra kết quả tối ưu thu được bởi RaoFBS so sánh với kết quả tối ưu theo 
một số thuật toán mê-ta-ơ-rít-tíc đã được nghiên cứu trước đó bao gồm ODE-NNC [28], 
FBSFA [26], và FBS-FPA [27]. Trong đó, FBSFA và FBS-FPA cũng sử dụng FBS để 
xử lý các ràng buộc. Kết quả cho thấy, trọng lượng tối ưu theo RaoFBS so với các 
phương pháp khác chênh lệch rất ít. RaoFBS cũng cho kết quả ổn định với độ lệch rất 
nhỏ của trọng lượng trong 20 lần chạy. Ngoài ra, giải pháp tối ưu của RaoFBS trong 20 
lần chạy thỏa mãn tất cả các ràng buộc. Các giá trị ràng buộc mà RaoFBS thu được bằng 
giới hạn cho phép. Với NP=20, RaoFBS thu được trọng lượng nhỏ hơn so với trường 
hợp NP=25, trong khi số lần phân tích kết cấu lại nhỏ hơn. 

b. Dàn 72 thanh 

Quá trình tối ưu hóa của các thuật toán Rao được thể hiện trên Hình 4. Một lần 
nữa, RaoFBS có tốc độ hội tụ cao hơn nhiều so với Rao-1 và Rao-2 (Hình 4(a)). Đối 
với ví dụ này, đường cong hội tụ phương án tốt nhất của RaoFBS hơi chậm hơn so với 
đường cong hội tụ trung bình (Hình 4(b)). 

 
(a) So sánh giữa các thuật toán Rao          (b) Quá trình hội tụ theo RaoFBS 

Hình 4. Quá trình tối ưu hóa cho dàn 72 thanh theo RaoFBS 

 

Kết quả tính toán theo RaoFBS được cho trong Bảng 4 và so sánh với một số 
phương pháp khác. Trong ví dụ này RaoFBS có số lần phân tích ít hơn các thuật toán 
khác và cho kết quả tương đương. Hơn nữa, RaoFBS là thuật toán ổn định nhất với độ 
lệch của trọng lượng tối ưu trong 20 lần chạy nhỏ hơn so với các thuật toán khác. Kết 
quả của RaoFBS cho trường hợp NP=20 và NP=25 không có nhiều khác biệt. Thậm chí 
với NP=20, RaoFBS cho kết quả trung bình và độ ổn định tốt hơn so với NP=25. 

  

(b) Quá trình hội tụ theo RaoFBS

Hình 4. Quá trình tối ưu hóa cho dàn 72 thanh theo RaoFBS

Bảng 4. Kết quả tối ưu cho dàn 72 thanh bằng RaoFBS và các phương pháp khác

Tham số
ODE-NNC

[28]
FBSFA

[26]
FBS-FPA

[27]
RaoFBS
NP = 25

RaoFBS
NP = 20

Nhóm 1 0,15648 0,15632 0,15642 0,15649 0,1564
Nhóm 2 0,54481 0,53325 0,54627 0,54642 0,54783
Nhóm 3 0,40971 0,43573 0,40783 0,41134 0,41655
Nhóm 4 0,56884 0,56554 0,57432 0,5747 0,56692
Nhóm 5 0,52508 0,57209 0,52565 0,51817 0,52146
Nhóm 6 0,51517 0,52720 0,51585 0,51745 0,51709
Nhóm 7 0,10000 0,10003 0,10001 0,10005 0,1
Nhóm 8 0,1 0,10237 0,10003 0,10009 0,1
Nhóm 9 1,26685 1,26497 1,2723 1,2639 1,2783

Nhóm 10 0,51361 0,50802 0,51141 0,51212 0,50883
Nhóm 11 0,1 0,10001 0,1 0,10001 0,10004
Nhóm 12 0,1 0,10003 0,1 0,10003 0,10005
Nhóm 13 1,88493 1,90107 1,8844 1,8914 1,877
Nhóm 14 0,51398 0,49688 0,51193 0,50978 0,51149
Nhóm 15 0,10000 0,10003 0,10006 0,10001 0,1
Nhóm 16 0,1 0,10003 0,1 0,10002 0,1
Wbest (lb) 379,6175 379,93 379,6228 379,6284 379,6295
Wmean (lb) 379,6422 - 379,6503 379,6543 379,6480
Wworst (lb) - - 379,6888 379,7073 379,6864

Độ lệch chuẩn 0,02381 - 0,01865 0,01718 0,01263
Ứng suất lớn nhất (ksi) - 24,9667 24,99808 25,0 25,0
Chuyển vị lớn nhất (in) - 0,25000 0,25 0,25 0,25

Số lần phân tích 10000 - 9025 8750 7000
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6. Kết luận

Nghiên cứu đã sử dụng thuật toán Rao thực hiện thành công bài toán tối ưu trọng lượng dàn với
các biến liên tục. Hơn nữa, một thuật toán Rao (RaoFBS) đã được xây dựng bằng cách kết hợp kỹ
thuật tìm kiếm trên miền khả thi (FBS) với thuật toán Rao-1. Thuật toán RaoFBS đã được chứng minh
tương đương về độ tin cậy và hiệu quả tính toán so với một số thuật toán mê-ta-ơ-rít-tíc khác, bao gồm
hai thuật toán có sử dụng kỹ thuật FBS trong bài toán tối ưu hóa hai dàn không gian. Ưu điểm của
RaoFBS là thuật toán này không yêu cầu các tham số điều khiển như các thuật toán khác. Do đó, việc
sử dụng RaoFBS sẽ thuận lợi trong thực tế thiết kế tối ưu kết cấu dàn.
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