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Tóm tắt

Lý thuyết dầm Euler – Bernoulli còn được gọi là lý thuyết dầm dài, thường bỏ qua ảnh hưởng của quán tính
quay và biến dạng trượt. Khi có kể đến các yếu tố đó ta có thể dùng lý thuyết dầm Timoshenko. Các đặc trưng
của dầm như tần số riêng, dao dao động riêng, hệ số cản, cũng như các đáp ứng động lực học sẽ có những thay
đổi nhất định. Trong nghiên cứu này sẽ sử dụng phương pháp giải tích để khảo sát đáp ứng động lực học của
dầm Timoshenko chịu tải trọng di động với nghiệm dao động dạng giải tích. Dựa vào dạng nghiệm đó để có
những đánh giá, nhận xét về các ảnh hưởng của các yếu tố đến đáp ứng động lực học như ảnh hưởng của các hệ
số cản, tải trọng, vận tốc tải trọng đến dao động và ứng suất của dầm.

Từ khoá: dầm Timoshenko; dầm Euler – Bernoulli; tần số riêng; dạng dao động riêng; dao động riêng; dao
động cưỡng bức; tải trọng di động.

ANALYSIS OF FORCE VIBRATION WITH THE DRAG COEFFICIENT OF TIMOSHENKO BEAM UN-
DER MOVING LOAD BY USING ANALYTICAL METHODS

Abstract

Euler–Bernoulli beam theory is known as the long beam theory that excluded the rotatory inertia and shear
deformation effects. The Timoshenko beam theory applies for cases that include these factors. The beam char-
acteristics such as nature frequencies, mode shapes, drag coefficient, as well as dynamic responses will have
changes. This study will apply analytical methods to investigate the dynamic responses of Timoshenko beams
under moving loads that have vibrational solutions analytic forms. Based on these solutions to make assess-
ments, comments on the effects of factors on dynamic response such as effects of drag coefficients, loads and
load velocity on vibration and stress of the beam.

Keywords: Timoshenko beam; Euler – Bernoulli beam; nature frequencies; mode shapes; free vibration; force
vibration; moving loads.
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1. Giới thiệu

Các nghiên cứu về dao động của dầm hoặc cầu dưới tác dụng của tải trọng cưỡng bức di động đã
được các tác giả trong nước quan tâm khá nhiều [1–14], trong đó các tác giả sử dụng các lý thuyết
dầm như Euler – Bernoulli, dầm Timoshenko để đi xác định dao động riêng và dao động cưỡng bức
của các mô hình dầm dưới tác dụng của tải trọng di động, tải gió hoặc tải cưỡng bức bằng các phương
pháp khác nhau. Trong đó [1, 3] thì xét đến trường hợp hoạt tải khai thác tác dụng lên hệ dầm liên tục
và tác dụng lên tấm đẳng hướng [3], một số nghiên cứu về dao động của dầm có vết nứt [4, 12, 14],
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một số nghiên cứu về dầm có vật liệu dị hướng như [9–11, 14]. Trong các nghiên cứu hầu hết tác giả
dùng phương pháp số để phân tích các đáp ứng động lực. Trong [9] tác giả có đưa ra phương trình vi
phân cấp 2 là chuỗi các bậc của dao động, tiếp đó các tác giả giả định khai triển tải phân bố cưỡng
bức có dạng chuỗi tương ứng với chuỗi bậc của dao động và lấy ra nghiệm giải tích bậc bất kỳ của
dao động theo bậc tương ứng của hàm cưỡng bức. Tuy các nghiên cứu trong nước khá phong phú như
đã nêu trên, nhưng vấn đề về bài toán dầm Timoshenko có kể đến cản thì còn rất ít đề cập, đây cũng
là vấn đề cần làm phong phú hơn bằng các khảo sát cụ thể mà nghiên cứu này hướng tới.

Với các nghiên cứu của tác giả trên thế giới, vấn đề này đã được nghiên cứu từ lâu, các nghiên cứu
khá đầy đủ và phong phú [15–22]. Các nghiên cứu này đa số sử dụng các phương pháp số để đánh
giá các đáp ứng động lực học và đều chưa xét đến ảnh hưởng của hệ số cản trong cũng như cản ngoài
đến nghiệm của dao động. Trong nghiên cứu [15], tác giả đã khảo sát đáp ứng động lực học của dầm
Timoshenko chịu tải trọng di động bằng phương pháp số, trong đó chưa kể đến ảnh hưởng của cản.
Còn trong [16], các tác giả đã dựa trên nghiên cứu đó để xét tải di động có gia tốc. Các nghiên cứu
[17, 18] tác giả đã sử dụng dạng dao động riêng để xác định tần số riêng của các dầm có liên kết khác
nhau, sử dụng dạng nghiệm hàm Green để nghiên cứu đáp ứng động lực học, hàm Green cũng được
sử dụng trong [21, 22] để xác định đáp ứng của dầm có và không có vết nứt, có giảm chấn. Việc sử
dụng sử dụng dạng dao động riêng đã được sử dụng để phân tích đáp ứng động lực học trong [14, 23].

Trong nghiên cứu này, các tác giả đã tập trung vào phân tích dao động cưỡng bức có các thành
phần cản trong và cản ngoài của dầm Timoshenko. Để làm được điều đó, tác giả thực hiện biến đổi
đưa phương trình dao động từ dạng phương trình đạo hàm riêng về dạng phương trình vi phân thường,
đây là các phương trình vi phân mô tả dao động tuyến tính cưỡng bức có cản. Nghiệm giải tích được
đưa ra có dạng tường minh. Từ đó đánh giá ảnh hưởng của một số yếu tố đến đáp ứng động lực.

2. Phương trình đáp ứng động lực học

2.1. Phương trình đáp ứng động lực học của dầm Timoshenko
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Hình 2. Các thành phần góc xoay  

Hình 1. Dầm chịu tải trọng q (x, t)

Xét dầm chịu tải trọng phân bố p (x, t) theo
phương đứng. Khi đó, độ võng w, góc xoay mặt
cắt ngang ϕ, mômen uốn M và lực cắt Q là các
hàm của tọa độ x và thời gian t:

w (x, t) , ϕ (x, t) ,M (x, t) ,Q (x, t) (1)

Phương trình dao động của dầm theo lý thuyết
dầm Timoshenko có dạng [6, 7, 14, 17]:

ρA
∂2w (x, t)
∂t2 + β

∂w (x, t)
∂t

−
∂Q (x, t)
∂x

= p(x, t) (2)

ρI (x)
∂2φ (x, t)
∂t2 +

∂M (x, t)
∂x

− Q (x, t) = 0 (3)

với β = const là hệ số cản ngoài, ρ là khối lượng riêng của dầm, A là diện tích mặt cắt ngang, µ = ρA
là phân bố khối lượng trên đơn vị dài của dầm.

Ta có góc xoay của mặt cắt ngang:

tanϕ =
∂w
∂x
≈ ϕ = φ + γxz => γxz =

∂w
∂x
− φ (4)
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Đối với dầm Timoshenko, góc xoay ϕ của mặt
cắt ngang kể trên bằng tổng góc xoay φ do biến
dạng uốn gây ra và góc xoay γxz do biến dạng trượt
gây ra (Hình 2).

Khi kể đến cản trong của các lớp vật liệu, đây
là lực cản sinh ra do sự ma sát giữa các lớp tinh thể
của vật liệu khi chúng trượt tương đối trên nhau,
thực nghiệm cho thấy thành phần ma sát cản này
của vật liệu tỉ lệ với vận tốc biến dạng, do đó quan
hệ ứng suất-biến dạng có dạng:

σxx = E
(
εxx (x, z, t) + α

∂εxx (x, z, t)
∂t

)
, σxz = G

(
γxz(x, t) + α

∂γxz (x, t)
∂t

)
(5)

trong đó α là hệ số cản trong của vật liệu. Ta thấy rằng với vật liệu đẳng hướng thì hệ số này là không
đổi theo các phương, với vật liệu dị hướng thì đây là vấn đề cần xem xét kỹ lưỡng hơn.

Như vậy khi có cản phương trình dao động có dạng [6]:

µ
∂2w (x, t)
∂t2 + β

∂w (x, t)
∂t

− κGA
(
∂2w
∂x2 −

∂φ

∂x
+ α

(
∂3w
∂x2∂t

−
∂2φ

∂x∂t

))
= p(x, t) (6)

ρI
∂2φ (x, t)
∂t2 − EI

(
∂2φ (x, t)
∂x2 + α

∂φ3 (x, t)
∂x2∂t

)
− κGA

(
∂w
∂x
− φ + α

(
∂2w
∂x∂t

−
∂φ

∂t

))
= 0 (7)

trong đó E là môđun đàn hồi, I là mômen quán tính mặt cắt ngang, G là môđun đàn hồi trượt, κ là hệ
số hiệu chỉnh cắt, β là hệ số cản ngoài của kết cấu.

Như vậy ta thu được hai phương trình đạo hàm riêng mô tả dao động cưỡng bức có cản của dầm
Timoshenko thường với hai ẩn là w (x, t) và φ (x, t).

3. Dao động tự do của dầm và phương trình xác định dạng dao động riêng

Để đơn giản, khi xác định tần số riêng của dầm ta thường sử giả thiết bỏ qua ảnh hưởng của cản,
khi đó phương trình dao động tự do của dầm với các hệ số cản được bỏ qua (α = β = 0), từ phương
trình (6) và (7) có dạng:

µ
∂2w (x, t)
∂t2 − κGA

(
∂2w
∂x2 −

∂φ

∂x

)
= 0 (8)

ρI
∂2φ (x, t)
∂t2 − EI

∂2φ (x, t)
∂x2 − κGA

(
∂w
∂x
− φ

)
= 0 (9)

3.1. Hàm dạng riêng tổng quát của dao động

Theo phương pháp phân li biến số, nghiệm của phương trình được biểu diễn dưới dạng tích của một
hàm phụ thuộc vào không gian x và một hàm phụ thuộc vào thời gian t có dạng [6, 7, 14, 17, 19, 20]:

w(x, t) = W(x)T (t) (10)

φ(x, t) = Φ(x)T (t) (11)
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trong đó W(x),Φ(x) là các dạng dao động riêng của dầm theo tọa độ x; T (t) là hàm biên độ dao động
theo thời gian t.

Sử dụng dạng nghiệm (10), (11) thay vào các phương trình (8) và (9) rút ra được các hàm dạng
riêng của dao động [6, 19]:

- Trường hợp ω < ωc. Ta có hàm dạng riêng của dao động uốn và góc xoay:

W(x) = a1 sinh βx + a2 cosh βx + a3 sin ξx + a4 cos ξx (12)

Φ(x) = a2hβ sinh βx + a1hβ cosh βx − a4 fξ sin ξx + a3 fξ cos ξx (13)

trong đó:

hβ =

(
β +

ω2ρ

κGβ

)
; fξ =

(
ξ −

ω2ρ

κGξ

)
(14)

β =
1
√

2

√√√
−

(
1
κG

+
1
E

)
ρω2 +

√(
1
κG

+
1
E

)2

ρ2ω4 − 4ρω2

(
ω2ρ

EκG
−

A
EI

)
(15)

ξ =
1
√

2

√√√(
1
κG

+
1
E

)
ρω2 +

√(
1
κG

+
1
E

)2

ρ2ω4 − 4ρω2

(
ω2ρ

EκG
−

A
EI

)
> 0 (16)

ωc =

√
κGA
ρI

(17)

ωc gọi là tần số cắt (cutoff frequency), đây là giá trị toán học, thực tế kỹ thuật rất khó hoặc không
thể có tần số riêng nào của dầm đúng bằng giá trị này. Do đó các tính toán sau này sẽ không xét đến
trường hợp tần số dao động riêng bằng tần số này.

Như vậy nhờ mối quan hệ giữa các phương trình dao động mà hàm dạng riêng của chuyển vị uốn
và hàm dạng riêng góc xoay có liên hệ với nhau.

- Trường hợp ω > ωc. Ta có hàm dạng riêng của dao động uốn và góc xoay:

W(x) = b1 sin ηx + b2 cos ηx + b3 sin ξx + b4 cos ξx (18)

Φ(x) = −b2 fη sin ηx + b1 fη cos ηx − b4 fξ sin ξx + b3 fξ cos ξx (19)

trong đó

fη =

(
η −

ω2ρ

κGη

)
(20)

Với các điều kiện biên khác nhau, các dầm sẽ có dạng dao động riêng cụ thể khác nhau và nhờ các
dạng riêng ta có thể xác định tần số dao động riêng tương ứng.

3.2. Xác định các tần số dao động riêng và dạng dao động riêng tương ứng

Để tính toán dao động cưỡng bức của dầm Timoshenko, cần phải biết tần số dao động riêng của
nó, để xác định tần số dao động riêng này bài báo này tham khảo một số tài liệu [5–7, 19].

Điều kiện biên của dầm hai đầu gối tựa như Hình 3. Tại x = 0 và x = l đều có độ võng bằng 0,
mômen bằng 0, thay (10) và (11) vào các điều kiện biên trên ta được:

W(0) = 0, Φ′ (0) = 0, W(l) = 0, Φ′ (l) = 0 (21)
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Hình 3. Dầm một đầu ngàm hai đầu gối tựa Hình 3. Dầm một đầu ngàm hai đầu gối tựa

- Xét trường hợp ω < ωc:
+ Tần số riêng: Thay các phương trình (12), (13) vào (21) ta thu được phương trình đặc trưng xác

định tần số riêng: (
ξ fξ + βhβ

)
sin ξl sinh βl = 0 (22)

Sử dụng phương pháp số giải phương trình (22) với ω j là giá trị cần xác định ta sẽ tìm được các
tần số riêng:

ω j với j = 1, 2, . . . ,NL sao cho ω j < ωc

Ngoài ra, từ công thức (14) đến (17) và chú ý đến ω < ωc ta suy ra được:

ξ fξ + βhβ > 0 (23)

và do β > 0 nên sinh βl > 0. Do đó phương trình đặc trưng (22) cũng suy ra:

sin ξl = 0⇒ ξ j =
jπ
l
, j = 1, 2 . . . (24)

+ Dạng dao động riêng: Ứng với tần số riêng trên thu được các dạng dao động riêng thứ j ứng với
tần số riêng thứ j:

W j(x) = a3 sin
jπ
l

x (25)

Φ j(x) = a3 f ( j)
ξ cos

jπ
l

x (26)

trong đó, theo công thức (14) và (24) thì

f ( j)
ξ =

 jπ
l
−
ω2

jρl

κG jπ

 (27)

- Xét trường hợp ω > ωc:
+ Tần số riêng: phương trình đặc trưng xác định tần số riêng(

ξ fξ − η fη
)

sin ηl sin ξl = 0 (28)

Sử dụng phương pháp số giải phương trình đặc trưng với ωi là giá trị cần xác định, ta sẽ tìm được
các tần số riêng ωi sao cho ωi > ωc.

+ Dạng dao động riêng: Tương tự ta thu được dạng dao động riêng:

Wi(x) = b3 sin
iπ
l

x, Φi(x) = b3 f (i)
ξ cos

iπ
l

x (29)

Như vậy hàm dạng riêng của dao động uốn và dao động góc xoay không độc lập mà có liên hệ
với nhau. Ứng với mỗi bậc dao động sẽ có một tần số riêng và dạng dao động riêng tương ứng. Trong
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Bảng 1. Thông số của dầm thép

Kí hiệu Giá trị Kí hiệu Giá trị

l 7,62 m G 8,18 ×1011 N/m2

ρ 7860 kg/m3 κ 5/6
A 5,9 ×10−3 m2 α 10−4 s
E 2,14 ×1011 N/m2 β 0,01 kgm−1s−1

I 4,58 ×10−5 Nm2 h 0,09 m (chiều cao dầm)

hai trường hợp là tần số riêng dưới tần số cắt và tần số riêng trên tần số cắt thì hàm dạng dao động là
giống nhau.

- Thí dụ tính toán: Để tính toán ta sử dụng các thông số như Bảng 1 [19].
Từ thông số Bảng 1 ta có tần số cắt ωC = 33424, 73 rad/s (5319, 7 Hz). Trên Bảng 2 là kết quả

tính toán tần số riêng của dầm Timoshenko, theo đó số tần số dưới tần số cắt là 31 bậc. Kết quả tính
toán cũng được so sánh với dầm Euler – Bernoulli [5] cho thấy sự sai lệch tần số giữa hai lý thuyết
dầm do ảnh hưởng của quán tính và biến dạng cắt gây ra trong lý thuyết dầm Timoshenko, sự sai lệch
này tăng nhanh khi bậc dao động tăng lên, kết quả là tương tự với các nghiên cứu trước [17, 19, 20].
Trên Hình 4 là các dạng dao động riêng ứng với các bậc dao động từ 1 đến 4, ta thấy các dạng riêng
của dao động có hình dạng là phù hợp với điều kiện biên của dầm.

Bảng 2. Tần số riêng (Hz) của dầm Timoshenko hai đầu gối tựa

Bậc
Dầm

Timoshenko
Dầm

Euler–Bernoulli
Sai lệch

(%)
Bậc

Dầm
Timoshenko

Dầm
Euler– Bernoulli

Sai lệch
(%)

1 12,403 12,436 0,26 8 689,471 795,961 13,37
2 49,214 49,747 1,07 9 846,246 1007,389 15,99
3 109,300 111,932 2,35 10 1012,106 1243,690 18,62
4 190,940 198,990 4,04 15 1932,414 2798,303 30,94
5 292,035 310,922 6,07 31 5193,707 - -
6 410,315 447,728 8,35 32 5399,756 - -
7 543,510 609,408 10,81 50 9071,964 - -
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Từ thông số Bảng 1 ta có tần số cắt . Trên Bảng 179 

2 là kết quả tính toán tần số riêng của dầm Timoshenko, theo đó số tần số dưới tần số 180 
cắt là 31 bậc. Kết quả tính toán cũng được so sánh với dầm Euler – Bernoulli [5] cho 181 
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4. Dao động cưỡng bức của dầm chịu tải trọng di động 188 

Xét dầm chịu tải trọng di động như Hình 189 
5. 190 

4.1. Dao động cưỡng bức 191 
Trong lý thuyết dầm Timoshenko, ta thiết192 

lập được 2 phương trình vi phân dao động là 193 
các phương trình đạo hàm riêng (6), (7) ứng với194 

( )33424,738rad/s 5319,7 HzCw =

x 

z 
l 

Hình 5. Dầm chịu tải trọng di động 

Hình 3. Các dạng dao động riêng của độ võng và góc xoay của dầmHình 4. Các dạng dao động riêng của độ võng W (x) và góc xoay Φ(x) của dầm
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4. Dao động cưỡng bức của dầm chịu tải trọng di động

Hình 5. Dầm chịu tải trọng di động

Xét dầm chịu tải trọng di động như Hình 5.

4.1. Dao động cưỡng bức

Trong lý thuyết dầm Timoshenko, ta thiết lập
được 2 phương trình vi phân dao động là các
phương trình đạo hàm riêng (6), (7) ứng với hai
ẩn số cần xác định là độ võng w (x, t) và góc xoay
φ (x, t).

Do hàm dạng riêng có dạng giống nhau trong cả hai trường hợp tần số riêng trên và dưới tần số
cắt nên công thức nghiệm viết lại:

w(x, t) =

∞∑
k=1

Wk(x)qk(t); φ(x, t) =

∞∑
k=1

Φk(x)qk(t) (30)

trong đó

Wk(x) = Cksin
πk
l

x; Φk(x) = Ck f (k)
ξ cos

πk
l

x; f (k)
ξ =

kπ
l
−
ω2

kρl

κGkπ
(31)

ta chọn Ck = 1 (hoặc bằng −1).
Thế biểu thức (30), (31) vào phương trình dao động uốn (6), biến đổi ta được:

∞∑
k=1

[
q̈k(t) +

(
β

µ
+ αω2

k

)
q̇k(t) + ω2

kqk(t)
]

sin
πk
l

x =
1
µ

p(x, t) (32)

Đây là phương trình vi phân thường cấp 2, nhưng ở dạng chuỗi với các ẩn số là qk(t). Phương trình
này là chưa thể giải trực tiếp được (bằng phương pháp số cũng như phương pháp giải tích) vì số ẩn
nhiều hơn và số phương trình. Nó chỉ có thể giải được khi ta chỉ sử dụng dạng dao động đầu tiên ứng
với k = 1. Một số nghiên cứu sử dụng phương pháp số thường không diễn đạt rõ việc giải phương
trình này.

Để có số phương trình bằng số ẩn, ta nhân hai vế phương trình trên với sin
rπx

l
rồi lấy tích phân

cả hai vế theo x từ 0→ l, chú ý đến phép tính tích phân sau:

l∫
0

sin
kπx

l
sin

rπx
l

dx =


l
2

khi k = r

0 khi k , r
(33)

Ta được phương trình

q̈r(t) +

(
β

µ
+ αω2

r

)
q̇r(t) + ω2

r qr(t) =
2
µl

l∫
0

p(x, t) sin
rπx

l
dx (r = 1, 2, ...) (34)

Chọn tải trọng di động là lực P0 chuyển động với vận tốc v0 = const, tải trọng được giả sử đặt trên
miền phân tố dx. Bỏ qua ảnh hưởng của trọng lực, khi đó hàm phân bố tải trọng có dạng:

p (x, t) = L(xP)P0δ (x − xP)

= L(xP)P0δ (x − v0t)
(35)
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trong đó L(xP) là hàm tín hiệu, nó sẽ bằng 1 khi tải vẫn trên dầm và bằng 0 khi tải di chuyển qua dầm;
δ (x − xP) là hàm Delta Dirac, nó cho giá trị bằng 1 tại vị trí có tải đi qua:

+∞∫
−∞

δ (x − xP) dx = 1; L (xP) =

{
1 khi 0 ≤ xP ≤ l
0 khi xP > l

(36)

Ta có tính chất của hàm Delta Dirac

+∞∫
−∞

f (x)δ(x − xP)dx = f (xP) (37)

Suy ra ta có

+∞∫
−∞

H
(
xp

)
f (x)δ(x − xP)dx = H(xp)

l∫
0

f (x)δ(x − xP)dx = H
(
xp

)
f (xP) (r = 1, 2, ...) (38)

Phương trình (38) viết lại dạng

q̈r + 2δrq̇r + ω2
r qr = h1 sin (Ωrt) + h2 cos (Ωrt) , với r = 1, 2, . . . n (39)

trong đó:

2δr =

(
β

µ
+ αω2

r

)
; h1 =

2
µl

L(xp)P0; h2 = 0; Ωr =
rπv0

l
(40)

Trong phương trình (39) thì qr là ẩn với r là các bậc dao động của dầm; ωr, δr và Ωr lần lượt là
tần số dao động riêng, là hệ số cản và “tần số” cưỡng bức đều bậc r của dầm.

Nghiệm của phương trình (39) bao gồm nghiệm riêng và nghiệm thuần nhất [5, 23, 24]:
+ Nghiệm riêng của phương trình (nghiệm cưỡng bức bình ổn) có dạng

q∗r = Mr sin (Ωrt) + Nr cos (Ωrt) (41)

trong đó M,N là các hằng số cần xác định. Thế phương trình (41) và các đạo hàm của nó vào phương
trình (39), sau đó động nhất hai vế ta thu được:

Mr =

(
ω2

r −Ωr
2
)

h1 + 2δΩrh2(
ω2

r −Ωr
2
)2

+ 4δ2
r Ωr

2
=

(
ω2

r −Ωr
2
)

h1(
ω2

r −Ωr
2
)2

+ 4δ2
r Ωr

2
(42)

Nr =
−2δrΩrh1 +

(
ω2

r −Ωr
2
)

h2(
ω2

s −Ωr
2
)2

+ 4δr
2Ωr

2
=

−2δrΩrh1(
ω2

r −Ωr
2
)2

+ 4δr
2Ωr

2
(43)

+ Nghiệm thuần nhất của phương trình (phương trình có vế phải bằng 0)

qtn
r = e−δrt [C1 cosωrt + C2 sinωrt] (44)

trong đó C1,C2 là các hằng số, xác định từ điều kiện đầu.
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Nghiệm tổng quát của phương trình có vế phải là:

qr = Mr sin Ωrt + Nr cos Ωrt + e−δrt [C1 cosωrt + C2 sinωrt] (45)

Để xác định hệ số C1,C2 ta sử dụng điều kiện đầu:
Điều kiện đầu: Chọn điều kiện đầu lúc tải trọng P0 bắt đầu đi vào dầm, khi đó chuyển vị và vận

tốc chuyển vị bằng 0.

t0 = 0, w (0) = 0, ẇ (0) = 0⇒ t0 = 0, qr (0) = 0, q̇r (0) = 0 (46)

Thế biểu thức nghiệm (45) vào điều kiện đầu ta tìm được:

C1 = −Nr; C2 =
−δrNr − MrΩr

ωr

Vậy nghiệm giải tích của biên độ dao động là:

qr = Mr sin Ωrt + Nr cos Ωrt − e−δrt
(
Nr cosωrt +

Nrδ + MrΩr

ωr
sinωrt

)
, (r = 1, 2, ...) (47)

Thế (47) vào công thức (30) ta có biểu thức giải tích nghiệm của phương trình

w (x, t) = q1 sin
πx
l

+ q2 sin
2πx

l
+ ... + qr sin

rπx
l

+ ... (48)

hay

w (x, t) =

(
M1 sin Ω1t + N1 cos Ω1t − e−δ1t

(
N1 cosω1t +

N1δ1 + M1Ω1

ω1
sinω1t

))
sin

πx
l

+

(
M2 sin Ω2t + N2 cos Ω2t − e−δ2t

(
N2 cosω2t +

N2δ2 + M2Ω2

ω2
sinω2t

))
sin

2πx
l

+ ...

(49)
Từ các nghiệm dao động trong phương trình (47) và (49) cho thấy: hàm biên độ dao động qr có

hai tần số là tần số dao riêng ωr bậc r và tần số “cưỡng bức” Ωr bậc r; còn dao động uốn w (x, t) có hai
dãy tần số là dãy tần số riêng (dãy tần số cao) và dãy tần số cưỡng bức (dãy tần số thấp); các phương
trình trên cũng cho thấy chỉ các dao động ở tần số cao mới phụ thuộc trực tiếp vào hệ số cản δr và khi
hệ số cản tăng lên thì các dao động này sẽ bị dập tắt bớt đi, từ công thức xác định hệ số cản (40) ta
thấy nó tỉ lệ với bình phương tần số riêng ωr, do đó khi bậc dao động tăng lên (tần số riêng bậc r xấp
xỉ bằng r2 tần số bậc 1) thì hệ số cản tăng rất nhanh (xấp xỉ bằng r4 lần tần số bậc 1), do đó thành
phần các dao động ứng với tần số riêng bậc cao sẽ bị dập tắt nhanh chóng.

Để mô phỏng số, ta sử dụng thông số dầm như Bảng 1 với tải trọng di chuyển P0 = 55 kg, tốc độ
di chuyển v0 = 10 m/s. Thời gian di chuyển qua dầm là

T =
l

v0
= 0,762 (s) (50)

Trên Hình 6(a) là đồ thị của hàm biên độ dao động ứng với các bậc dao động, cho ta khẳng định
lại rằng biên độ dao động tập trung chủ yếu ở tần số bậc 1, khi bậc tăng lên nó giảm rất nhanh và gần
như không đáng kể. Trên hình cũng cho thấy ở dao động bậc 1 thì thành phần dao động ứng với tần
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số cao thể hiện rõ ràng (các đường răng cưa), ở các dao động từ bậc 2 trở lên thành phần dao động có
tần số cao là không đáng kể.

Như vậy, thành phần dao động có tần số cao chịu ảnh hưởng của hệ số cản, hơn nữa khi bậc dao
động tăng lên thì thành phần dao động tần số cao sẽ bị dập tắt. Để đánh giá ảnh hưởng của hệ số cản
đến dao động này ta xét các trường hợp của cản ảnh hưởng đến dao động bậc 1 trong các trường hợp
như sau: trường hợp 1 là bỏ qua ảnh hưởng của cản khi đó α = β = 0, với tần số bậc 1 như Bảng 2, ta
xác định được hệ số cản theo (40) δ1 = 0; trường hợp 2 xét hệ số cản trong và cản ngoài như Bảng 1
là α = 10−4s, β = 0,01 kgm−1s−1, với tần số bậc 1 như Bảng 2, ta xác định được hệ số cản δ1 = 0,62;
trường hợp 3 giả sử tăng hệ số cản trong và cản ngoài tương ứng là α = 2,5.10−4 s, β = 0,02 kgm-1s-1,
tương tự xác định được hệ số cản δ1 = 3,0. Trong Hình 6(b) cho thấy ảnh hưởng của hệ số cản đến
biên độ dao động bậc 1, ta thấy rằng dao động tần số cao giảm đáng kể từ trường hợp 1 đến trường
hợp 3.
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(b) Ảnh hưởng của hệ số cản đến dao động
bậc 1

Hình 6. Hàm biên độ của dao động uốn

Trên Hình 7(a) là dao động uốn (theo thời gian t) của dầm tại các vị trí x =
l
4
, x =

l
2

và x =
3l
4

khi tải di chuyển, trong đó tính toán được lấy đến dao động bậc 3, trên hình cho thấy biên độ dao động
lớn nhất tại vị trí giữa dầm. Còn trên Hình 7(b) là độ võng của toàn dầm (theo x) tại các thời điểm

t =
T
4
, t =

T
2

và t =
3T
4

ứng với thời điểm tải trọng di chuyển đến các vị trí x =
l
4
, x =

l
2

và x =
3l
4

.

Ta thấy rằng độ võng của dầm là lớn nhất tại vị trí giữa dầm và tại thời điểm tải trọng di chuyển đến
vị trí đó.

Trên Hình 8 là dao động uốn tại vị trí giữa dầm, khi vận tốc của tải trọng không đổi là v0 = 10 m/s
còn độ lớn của tải trọng thay đổi lần lượt là P0 = 40 kg, P0 = 55 kg và P0 = 70 kg. Trong trường hợp
này chuyển vị tăng lên khi tải trọng tăng tương ứng.

Trong Hình 9 là chuyển vị của toàn dầm tại thời điểm t =
T
2

(ứng với thời điểm tải ở giữa dầm)

khi vận tốc của tải trọng khác nhau còn độ lớn không đổi P0 = 55 kg. Ta thấy rằng khi vận tốc thay
đổi thì độ võng thay đổi không nhiều độ lớn, như trên Hình 9 độ võng lớn nhất ứng với các vận tốc
khác nhau lần lượt là 5,16 mm ở v0 = 5 m/s, 5,45 mm ở v0 = 10 m/s và 4,92 mm ở v0 = 15 m/s. Đặc

53



Nam, N. S., Phương, L. N. / Tạp chí Khoa học Công nghệ Xây dựng

Tạp chí Khoa học Công nghệ Xây dựng, NUCE 2021          p-ISSN 2615-9058; e-ISSN 2734-9489 

12 

 

Trong Hình 9 là chuyển vị của toàn dầm tại thời điểm (ứng với thời điểm tải 306 
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biệt là độ võng này sẽ có độ võng lớn nhất tại một vận tốc giới hạn vgh nào đó, với vận tốc nhỏ hơn
hoặc lớn hơn giá trị giới hạn đó thì đều cho độ võng khác nhau. Trong bài báo này không khảo sát
giá trị chính xác vgh này, tuy nhiên bằng cách thay đổi vận tốc khi vẽ đồ thị cũng có thể xác định gần
đúng của nó trong ví dụ này là vgh ≈ 10 m/s.
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Hình 7. Dao động uốn của dầm chịu tải di động 

Hình 8. Dao động uốn tại vị trí giữa 
dầm khi tải thay đổi 

Hình 9. Chuyển vị của dầm tại thời điểm 
 khi vận tốc thay đổi 

Hình 8. Dao động uốn tại vị trí giữa dầm khi tải
thay đổi
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4.2. Ứng suất động của dầm

Từ công thức (30), (31) ta có biểu thức góc xoay và biến dạng dài tỉ đối

φ(x, t) =
∑

f (k)
ξ qk (t) cos

πk
l

x (51)

εxx = −z
∂φ

∂x
= z

∑ πk
l

f (k)
ξ qk (t) sin

πk
l

x (52)
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Do đó theo định luật Hook, ứng suất pháp lớn nhất trên biên theo công thức (5) là

σxx = Ezmax

∑ πk
l

f (k)
ξ qk (t) sin

πk
l

x + αEzmax

n∑
k=1

πk
l

f (k)
ξ q̇k(t) sin

kπx
l

(53)

Từ phương trình (53) cho thấy ứng suất là các hàm tuần hoàn, không chỉ phụ thuộc vào hàm biên
độ dao động uốn qr mà còn phụ thuộc vào cả vận tốc biến dạng của nó q̇r, đây là sự khác biệt giữa
ứng suất tĩnh và ứng suất động.

Trên Hình 10 là ứng suất động ở giữa dầm tại biên dưới (zmax = h/2) theo tốc độ di chuyển của tải
trọng. Khi tốc độ di chuyển tăng, giá trị lớn nhất của ứng suất tăng lên không nhiều (σ = 8,55 N/m2

khi v0 = 5 m/s, σ = 8,80 N/m2 khi v0 = 10 m/s và σ = 8,91 N/m2 khi v0 = 15 m/s), nhưng khoảng
dao động (biên độ dao động) lại tăng đáng kể lần lượt là 0,46 N/m2, 0,91 N/m2 và 1,4 N/m2, đây sẽ
là nguyên nhân làm giảm đáng kể giới hạn mỏi của vật liệu. Trên Hình 11 là đồ thị dao động uốn và
ứng suất theo thời gian và không gian, giá trị ứng suất này thay đổi theo cả vị trí và thời gian.
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5. Kết luận

Trong khuôn khổ bài báo, nghiên cứu đã đưa ra lời giải giải tích cho đáp ứng động lực học của
dầm hai đầu gối tựa chịu tải trọng di động và có cản dựa trên các khai triển theo các dạng dao động
riêng, từ đó tác giả đã thực hiện các khảo sát số. Kết quả khảo sát số cho thấy:
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- Dao động uốn w (x, t) có hai dãy tần số là dãy tần số riêng (dãy tần số cao) và dãy tần số cưỡng
bức (dãy tần số thấp); chỉ các dao động ở dãy tần số cao mới phụ thuộc trực tiếp vào hệ số cản δr và
khi hệ số cản tăng lên thì các dao động này sẽ bị dập tắt nhanh chóng;

- Ứng suất là các hàm tuần hoàn, không chỉ phụ thuộc vào biến dạng mà còn phụ thuộc vào cả
vận tốc biến dạng; khi tốc độ di chuyển của tải trọng tăng lên thì giá trị lớn nhất của ứng suất tăng lên
không nhiều, biên độ dao động của nó lại tăng đáng kể.

Ngoài các đánh giá về đáp ứng động lực ở trên, lời giải giải tích này cũng có thể áp dụng vào các
nghiên cứu làm phong phú hơn vấn đề này: các loại tải trọng khác tác dụng lên dầm, nhiều tải trọng
di động trên dầm, đánh giá ổn định động lực, đánh giá về cộng hưởng, điều khiển giảm dao động cho
dầm.
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