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Tém tit

Bai bdo phén tich phi tuyén &n dinh va sau 6n dinh ctia dim bang vt liéu FGM chiu tic dung ctia téi trong
nén doc truc. Cac hé thic quan he va hé phuong trinh chli dao dugc xay dung trén co s& ly thuyét dam Euler-
Bernoulli va hé toa do quy chiéu gan v6i mit trung hoa. Loi giai giai tich dang hién dugc thiét 1ap cho cac dang
diéu kién bién khac nhau ctia dim. Vi du kiém chiing da dudc thuc hién qua so sanh véi cdc cong bd clia céc tic
gia khéc st dung hé toa do quy chiéu gin véi mit trung binh. Anh hudng ciia cdc tham s6 vat liéu, kich thudc
hinh hoc va diéu kién bién dén tai trong t6i han va dudng cong tai trong - d6 vong ctia dim FGM sé dudc khao
sat cu thé qua céc vi du sd.

Tir khod: phan tich phi tuyén &n dinh; ly thuyét dim Euler-Bernoulli; dim FGM; mit trung hoa.

NONLINEAR BUCKLING AND POST-BUCKLING ANALYSIS OF FUNCTIONALLY GRADED EULER-
BERNOULLI BEAM CONSIDERING NEUTRAL SURFACE POSITION

Abstract

In this paper, the buckling and post-buckling analysis of functionally graded (FG) beam under axially compres-
sive load is presented. Basic relationship and governing equations are derived based on Euler-Bernoulli beam
theory and neutral surface position. A closed-form solution for critical buckling loads is obtained for FG beams
under various boundary conditions. The validated examples are conducted by comparing with the available
results calculated by using a conventional coordinate system that coincided with the middle surface. The effects
of material, geometric parameters, and boundary condition on critical loads, the compressive-deflection curve
of FG beams are investigated in detail.

Keywords: nonlinear post-buckling analysis; Euler-Bernoulli beam theory; functionally graded beam; neutral
surface position.
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1. Mé dau

Vit liéu FGM (functionally graded materials) véi cac dic trung co hoc thay d6i theo toa do khong
gian ctia két ciu, da va dang thu hiit su chi y dic biét ctia gidi chuyén mon ké tir thai diém dugc phat
kién bdi cdc nha khoa hoc Nhat Ban vao cudi thé ky 20. Vit liéu FGM dién hinh thudng cu thanh tit
hai vat liéu thanh phan 13 gbm va kim loai. S& hitu tinh khdng nhiét ndi bat ctia gbm, tinh bén déo ctia
kim loai, cling véi co tinh bién ddi tron nén tranh dudc su bong tich, su tip trung ting suit gitta cic
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pha vat liéu, do vy ching thudng dugc st dung dé ché tao nhiing chi tiét co khi, nhiing cu kién cong
trinh 1am viéc trong moi trudng nhiét dd cao. Két cau bang vat liéu FGM dudc st dung rong ri trong
nhiéu nganh cong nghiép nhu: hang khong, dién hat nhan, 6 t6, déng tau, xdy dung dan dung, ...

Su gia ting tng dung ctia két ciu bang vat liéu FGM trong k¥ thuét co khi va két cAu cong trinh,
can di doi v6i viéc phét trién cac mo hinh va phuong phap tinh phuc vu cong tac t6i uu héa thiét ké.
Chinh vi vy, mot sd luong 16n cac cong trinh lién quan dén ting xt cd hoc cia két ciu dam FGM
da dugc cong bb trong thdi gian gan diy. Nghién ciiu tdng quan vé céc ly thuyét dim ng dung trong
tinh toan két cdu dudc Wu va Chen trinh bay trong [1] di v6i dam sandwich va dim composite 16p,
Thai va Vo trinh bay trong [2], Simsek trong [3], Pradhan va Chakraverty trong [4] dbi v6i dam FGM.
Céc nghién citu sau d6 vé ting xi udn, 6n dinh va dao dong ciia dim bang vat liéu FGM hoan hao
(khong c6 16 réng) da dugc cong bd bdi nhiéu tac gid [5-10]. Cac phan tich vé& dng xit udn va dao
dong riéng ctia dam FGM c6 vi bot réng da dudc thuc hién bdi Atmane va cs. [11, 12], Kaddari va cs.
[13], Akbas [14], Wattanasakulpong va Chaikittiratana [15], Phuong va cs. [16].

Nghién ctiu vé 8n dinh va sau 6n dinh ctia két cAu dam va cot 13 mot trong nhitng vin dé co ban
trong tinh todn va thiét ké cac két cAiu FGM. Long va Hudng [17] phan tich &n dinh ctia dim FGM
c6 céc vi 16 réng véi cdc diéu kién bién khac nhau bing phuong phap giai tich. She va cs. [18] trinh
bay 6n dinh va sau 6n dinh nhiét ctia dim FGM bing phuong phap ham phat, st dung ly thuyét dim
Euler-Bernoulli va Timoshenko. Akbas [19] nghién ctiu ting x{ sau 6n dinh ctia dim FGM ¢6 vi bot
rong bang phuong phap phan ti hitu han theo mé hinh dim Timoshenko. Lei va cs. [20] phan tich
sau 6n dinh ctia dim FGM c6 vi bot rng bang phuong phap cau phuong vi phan tdng quit (GDQM).
Daneshmehra va cs. [21] khdo sét ting x{ sau &n dinh ctia dam FGM st dung céc 1y thuyét dam khéc
nhau. Zhang va Zheng [22] nghién cifu 6n dinh dan déo ctia ddm FGM trong moi trudng nhiét. Li va
Batra [23] thiét 1ap quan hé giita tai trong tSi han ctia dAm FGM theo ly thuyét dim Timoshenko va
Euler-Bernoulli va tii trong t6i han ctia dim Euler-Bernoulli bing vét liéu thuin nhét, dang hudng.
Trong nghién cdu nay cac tac gia tinh toan trén mat trung binh nhung vi tri mat trung hoa ciing da
dugc xét dén khi xdc dinh vi tri diém dit luc nén doc truc; vat liéu FGM véi quy luat ham ldy thia
(P-FGM) va quy luat ham e-mii (E-FGM) ciing da dugc khao sat.

C6 thé thiy rang cic bai toan vé 6n dinh va sau 6n dinh ctia dAm FGM da dugc mot sb tic gia dé
cap dén v6i nhiéu phuong phép khic nhau, tuy nhién viéc tiép tuc tim toi, kham pha thém nhiing cich
tiép cin mdi van 1a dong luc thic ddy tinh sdng tao ciia cac nha khoa hoc. Trong bai bdo nay, nham
muc dich xay dung 10i gidi giai tich dang hién phuc vu cong tic tinh todn, thiét k& so bo ciu kién
dam FGM chiu nén doc truc, mo hinh dim Euler-Bernoulli véi hé toa do quy chiéu di qua mit trung
hoa dudc lua chon. Ky thuit tinh todn véi hé toa do quy chiéu gin v6i mit trung hoa da dudc Zhang
dé xuét dau tién cho két cAu tim FGM, sau d6 dudc dng va mot s tac gia khac 4p dung cho két cau
dam FGM [24-28]. Véi cach tiép can nay, tuong tic mang - ubn trong quan hé noi luc — bién dang sé
bi triét tiéu, do vay gid tri luc t6i han va quan hé tai nén - chuyén vi ngang ctia dim Euler-Bernoulli
bing vat liéu FGM véi cic diéu kién bién khac nhau sé nhan dudc dudi dang biéu thitc hién. D€ kiém
chitng dd tin cdy cla céc bi€u thic nhan dudc, cac vi du kiém chiing da dudc thuc hién qua so sanh
v6i két qua ctia mot sd tac gia khac véi cach tinh toan trong hé toa dd quy chiéu di qua mit trung binh.

2. M6 hinh héa dam bzng vat liéu FGM

Xét dam bing vat liéu FGM c6 chiéu dai L, mit cit ngang chit nhat v6i bé rong b, chiéu cao h
nhu Hinh 1. Ty phan thé tich cédc vat liéu thanh phan cida cla vat liéu FGM dudgc gia thiét bién thién
doc theo chiéu cao tiét dién theo quy luit ham liy thita (P-FGM), do vdy md dun dan hdi E dudc biéu
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dién duéi dang [29, 30]:

k
E@) = En + (e E)(% + %) )

v6i E., E,, tuong ting 1a cic mo6 dun dan hoi kéo (nén) ctia ceramic, va kim loai; k > 0 1 chi s6 ty 1&
thé tich. Hé s6 Poisson dudc coi 1a khong ddi theo toa do chiéu cao dim (v = const).

Bé& mat giau gbm

Mat trung binh

B& mat giau kim loai

Hinh 1. Vi tri mit trung binh va mit trung hoa ctia dim FGM

Do mé dun dan hoi E cia vat liéu FGM 1a ham ctia toa do chiéu cao tiét dién dim, vi tri mit trung
hoa trong trudng hop téng quat khong triing véi mit trung binh hinh hoc. Toa dd cia diém bat ky theo
phuong chiéu cao dim c6 thé dudc xdc dinh theo hai hé toa do: di qua mit trung binh hoic miit trung
hoa va dudc ky hiéu la z va zo.

Vi tri mit trung hoa ctia dam FGM dugc xdc dinh tir diéu kién [12, 27]:

/2
h/2 f ZE(2)dz h( )k
B _ —h/2 _ Ec - Em
f z-C)E(z)dz=0 =C= hy2 " 2(k+2)(kE,, + E,) @
—h)2 f E(z)dz
~h/2

Nhu viy, v6i ddm FGM, md dun dan hoi trong hé toa do gan v6i mit trung hoa biéu dién nhu sau:

720+ C 1\
- +2) 3)

E(zo) = Ep + (E. — Em)(

3. Céc phuong trinh c6 ban ctia Iy thuyét dAm Euler-Bernoulli

Déi v6i hé truc toa do di qua mit trung hoa, trudng chuyén vi theo 1y thuyét dim Euler-Bernoulli
biéu dién dudi dang [31]:
Owo(x)
0x
w(x,z0) = wo(x) (4b)

trong d6 ug, wo tuong dng 1a chuyén vi mang va do vong ctia mot diém bat ky trén mit trung hoa theo
phuong truc x, .

Céc thanh phan bién dang c6 ké dén thanh phan phi tuyén hinh hoc dudc x4c dinh thong qua céc
thanh phan chuyén vi:

u(x,zo) = uo(x) — 2o (4a)

ou  1{ow\ Ouy 1{dwg 2 8wy 0
o u L(ow)T_ 1(Owo)" _ 0"wo _ : 5
ot 2(ax) ax 2( ax | W TExTHK (>3)
ow Ou Owy O
Yo = e+ e = 20T (5b)

a+6_z()_0x Ox
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Ung suit phap lién hé véi bién dang dai theo dinh luat Hooke:
=E =E 0 6
ox = E(z0)ex = E(20) (&) + 20K« (6)
Céc thanh phan luc doc truc va md men ubn ndi luc ctia dim dudc dinh nghia qua tng suit, va
sau d6 c6 thé biéu dién qua cac thanh phan bién dang dai, d6 cong:

h/2-C

N, = f odA=b f E(z0) (89 + 20kx) dzo = A&l + Biiks (7a)
A —h/2-C

h/2-C

M, = fZOO-di =b f 20E(z0) (Sg + ZOKx) dzps = 31182 + Dyiky (7b)
A -h/2-C

Cic hing sb do ciing ctia dAm trong (7a) va (7b) dudc xac dinh bdi:

h/2-C

An=b>b f E(z0)dzo (8a)
—h/2-C
h/2—-C h/2
Bii=b f 20E(z0)dzo = b f (z=C)E()dz=0 (8b)
—h/2-C —h/2
h/2—-C
D1 =b f Z(Z)E(Zo)dzo (8¢)
—h/2-C
Tt (5) va (7)—(8), c4c thanh phan noi luc dugc biu dién qua chuyén vi c6 dang don gian nhu duéi
day:
1{wo\
Ny =Aned = Ay fuox + E(a_xo) l (%a)
*w
M = Diiky = —D11—20 (9b)
ox

Cic phuong trinh cin bang cho ddm FGM dudc xay dung dua trén nguyén ly thé ning toan phin
cuc tiéu:
oU+0V =0 (10)

trong d6: U 1a bién phan thé niing bién dang dan hoi ctia dim, 5V 14 bién phan thé ning clia tai trong.
Bién phan thé niing bién dang dan hoi ctia dim x4c dinh bdi:

L L
0ouy  Owp 00wy 8*6wo
oU = 0exdAdx = Ni|l——+— - M, d 11
ff‘fg xf[(6x+8x5x) o | (b
0 A 0

Bién phan thé ning clia tai trong doc truc P biéu dién dudi dang:

6V = =P (Suol=r. — Sutol,=0) = —PS uol§ (12)
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Thay (11) va (12) vao (10), sau d6 tién hanh tich phan tiing phan, ta dugc:

L
L
96 oN d (. 0 *M
0= |(Ny = P)uo — My 220 4 v _swo| - f X S + | — (Nxﬁ + L5 swobax  (13)
Ox 0 Ox Ox Ox 0x?
0
. 0 oM
trong do, Iuc cat hiéu dung dudc dinh nghia: V,, = N x% + 3 a
X X

DE (13) dugc thda man, cho hé s6 ctia cac bién phan trén chiéu dai dim L bing khong, ta thu dudc
hé phuong trinh can bang duéi dang:

AN,
=0 14
I (14a)

[ dwo\ M,
9 (.90 _ 14
ax( x(’)x)+ e 0 (14b)

Day 1a hé phuong trinh can bang chi dao d€ phan tich cic bai toan phi tuyén tinh cia dim FGM
theo ly thuyét dim Euler-Bernoulli.

Thay lién hé giita cdc thanh phan ndi luc theo chuyén vi trong (9) vao (14), ta dudc hé phuong
trinh cin bang theo chuyén vi:

0lug  Owy O
AU( o Mo WO):o (15a)

0x? * Ox 0x2
duy | 1(9wo)*| Pwo _
Ox ax2

(15b)

+ —
ox 2

Céc rang budc vé diéu kién bién thu dugc khi biéu thifc (13) hoan toan théa min, nghia 12 s6 hang
dau tién ctia biéu thiic nay ciing phai dong thdi biang khong. Do vy, cac tham s6 diéu kién bién dong
hoc va tinh hoc thé hién duéi day c6 thé dugc biéu dién cu thé cho tiing lién két x4c dinh:

aWO

(MO, Nx) > (WO’ VXZ) > (6_, Mx) (16)
X

4. Phan tich on dinh

Trong phan tich &n dinh, bé qua thanh phan bién dang phi tuyén trong (5a)—(5b), hé phuong trinh
can bang thu dudc sau khi 4p dung tiéu chuin cin bang lan cin c6 dang sau [32]:

ON,
=0 17
I (17a)
+ N =0 17b
Ox? T ox? (17b)
trong do, ij = P = —Ny la luc doc mang; N 1a tai trong nén doc truc dit trén mat trung hoa. Bi€u

dién ndi Iuc qua bién dang rdi bién dang qua chuyén vi, ta thu dugc hé phuong trinh cin bing theo
chuyén vi duéi dang:

%uyg
A11 ax2 =0 (183)
64W0 aZWO
Dijy—+No— =0 18b
n—og *No—3 (18b)
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Phuong trinh (18a) chi chita mot 4n ug, nghiém cla phuong trinh niy c6 dang:
up=Bix+By; 0<x<L (19)

trong d6: By, B 1a cic hing s6 tich phan, dudc xic dinh theo tiing diéu kién bién cu thé. Lién quan
dén thanh phan chuyén vi theo phuong doc truc ug, céc lién két sau day dudc xem xét:

Tai x = 0: ug = 0, N, # 0 (dAm khong thé tu do dich chuyén doc truc) (20a)
Tai x = L: ug # 0, Ny = =Ny (dm c¢6 thé tu do dich chuyén doc truc) (20b)
Tir day, ta thu dugc két qua:
No No
B() = O; Bl = -3 uy = ——X (21)
Al Ay

Pé x4c dinh do vong wy ta sé tién hanh gidi phuong trinh (18b), v6i cdc diéu kién bién dudc xem
xét lién quan dén do vong ctia dam. Duéi ddy, bai bio nghién cifu xem xét bén dang diéu kién bién
thudng gip: dim hai dau khdp (SS), dAm hai dau ngam (CC), dim diu ngam - dau khép (CS), dim
dau ngam - dau tu do (CF); cic bi€u thic diéu kién bién vé do vong dudc trinh bay nhu trong Bang 1.

Bang 1. Mot s6 dang diéu kién bién vé do vong cho dim Euler-Bernoulli

Diéu kién bién Tai x =0 Taix=L
H? H?
SS: wo = 0; M, = 0 hay 0 _o wo = 0; M, = 0 hay -0
Ox? Ox?
o 9
CcC: wo=0; 220 _ ¢ wo=0; 220 _ ¢
Ox ox
] &
CS: wo=0: 220 g wo = 0; My = 0 hay 2220 — ¢
Ox x2
ow Pw
awo vﬂzomyNoa—O +Di— =0;
CF: wo = ’a—:O xazw Ox
X 0
M, = 0 hay Foae 0
Phuong trinh (18b) c6 thé viét lai thanh:
62
I 4 2w = Kix+ Ky (22)
ox2

N, N . ) ) N

trong d6: A% = D_O va K1, K3 1a cac hang so. Pay 1a phuong trinh vi phan cap 2 véi cac hé so la hang
11

0, nghiém cua n6 c6 dang:

K K>

PR

Cic hing s6 Cy, Cy, C3, C4 phu thudc vao diéu kién bién (xem trong Bang 1); ba trong bon hing
s6 nay va A dugc xac dinh thong qua bdn phuong trinh diéu kién bién. Diéu kién d€ dim mat 6n dinh
1a 4 hing s6 Cy, Ca, C3, C4 khong ddng thdi bang khong. Biét A ta sé xac dinh dudc luc mit &n dinh
N* = Dy12% va do d6 xdc dinh dudc luc t6i han Ny, = min {N*}. Dui ddy, ta xét mot s6 dang diéu
kién bién ctia dam cu thé sau:

wo(x) = CysinAdx + Cacos dx + C3x + Cy4; C3 = (23)
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4.1. Dam lién két hai ddu khdp (SS)
B6n phuong trinh diéu kién bién cho ta két qua:
C;=C3=C4=0 (24a)
CisinAL =0 (24b)
Diéu kién dé€ dim mat 6n dinh din dén C; # 0; tir day suy ra:
siniL=0 = AL=mr, m=1,2,3,.. (25)

Qua d6, ta thu dudc luc méit 6n dinh, luc nén téi han va nghiém do6 vong ctia dim:

. m’n’Dy
N* = — ! (26a)
72Dy
Nin=—3 (26b)
wo(x) = W sin ?; W= (26¢)
4.2. Ddm lién két hai ddau ngam (CC)
Bén phuong trinh diéu kién bién cho ta két qua:
Ci=-C (27a)
C3 =-AC (27b)
Ci(sinAL— AL)+ Cy(cosAL—-1)=0 (27¢)
Ci(cosAL—1)—CysinAL =0 (27d)
Diéu kién d€ dim mét &n dinh: C, C, khong ddng thdi bing khong; tir ddy suy ra:
AL AL AL AL
sin > (sin > "3 cos 7) =0 (28)
Nghiém ctia phuong trinh (28) gdm hai trudng hop:
- Truong hgp 1 (CC-1), hoac A la nghiém cta phuong trinh Iugng giac:
AL
sin7 =0 = AL=2mm; m=1,2,3,.. 29)
Tit dy, ta thu dugc luc mét &n dinh va dang nghiém d6 véng ctia dam:
« 4m27r2D11
N* = — (30a)
wo() = Wsin? 22 W = =26 (30b)
- Truong hgp 2 (CC-2), hoic A 1a nghiém cla phuong trinh phi tuyén:
AL AL
tan — = == 31
an == = = (31)

34



Long, N. V., Td, N. M. / Tap chi Khoa hoc Coéng nghé¢ Xay dung

Nghiém cta phuong trinh phi tuyén (31) dudc xic dinh theo phuong phdp gidi lip Newton-

Raphson. Két qua la:
/%L =4,49341;7,72525,10,90412; ...

D
N* = L_121 {8,986822; 15,45050%; 21,80824%; }
Ham do vong ctia dam khi do:
AL AL
wo(x) = W(sin/lx— TCos/lx— Ax + 7) W =C

Tt hai trudng hop trén day, ta thu dugc Iuc mat 8n dinh va luc nén t6i han:

D
N* = L—l; {47r2; 8,086822: 167%; 15,45050%; 3672; 21,808242; }
412D
Ny = 5 11

4.3. Ddm lién két dau ngam-ddu khop (CS)

Bén phuong trinh diéu kién bién cho ta két qua:

Cyr=—-ALC,
C3 = -ACy
Cy4 = ALCy

Ci(sinAL — ALcosAL) =0

Piéu kién d€ dam mat 6n dinh din dén C; # 0; tir day suy ra:

tan AL = AL

(32a)

(32b)

(33)

(34a)

(34b)

(35a)

(35b)
(35¢)
(35d)

(36)

Nghiém cla phuong trinh phi tuyén ndy dudc xdc dinh theo phuong phép gidi lip Newton-

Raphson. Két qué thu dugc:
AL = 4,49341,7,72525;10,90412; ...

Tir day, ta thu dugc luc mat &n dinh N* va Iuc nén tSi han Ny,

_ Dy

N' = =5 [4.49341%,7,72525%:10,904127; .

4,49341%°Dy;

Ny = 12

Ham d6 vong ctia dam khi dé:

wo(x) = W(sinAdx — ALcosAx —Ax+ AL); W =C,
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4.4. Dam lién két dau ngam-dau tw do (CF)

Bén phuong trinh diéu kién bién CF cho ta két qua:

Cl = C3 =0 (403)
Cy=-C (40b)
CrcosAL =0 (40c¢)

Diéu kién d€ dim mét &n dinh: C, # 0; tir day suy ra:

_@m-Dr

cosdAL=0 = AL > ; =1,2,3,.. 41

Qua d6, ta thu dudc luc mat 6n dinh, luc nén t6i han va nghiém do vong ctia dam:

N - 2m - 1)*7%Dy,

12 (42a)
2
T D11
Ny = — 42b
2m—1
wo(x) = Wsinzw; W =20, (42¢)

5. Phan tich sau 6n dinh

Trong phan tich sau &n dinh, cdc thanh phan chuyén vi dudc x4c dinh thong qua hé phuong trinh
vi phan phi tuyén (15a)-(15b). Tit phuong trinh trong (15a), ta suy ra:

oug 1{dwy 2
o (2% _ p 4
Ox +2( ax) : (432)
1 [ 2
u():——f M0\ v+ Dix + Ds (43b)
2 ox
0

véi Dy, D; 1a cic hing sb, dudc xic dinh dua vao diéu kién bién ctia bai toan. Cu thé 13, dbi v6i chuyén
vi mang ug:

Taix=0:up=0 (44a)
Taix=L:ug=——— (44b)
Tir diéu kién dau tién trong (44a), ta thu dugc két qua D> = 0 cho tét ca cac trudng hop diéu kién

bién ctia dim; theo d6, tir diéu kién thif hai trong (44b) ta dudgc:

Ao )2 No .. No
oY gy - 20 _pr 0 45)
( Aq Ay
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Thay két qua xéc dinh D va D, & trén vao phuong trinh (15b), ta dudc:

34W0 No 82WO
-D +A|D - —]|— =0 46
N5 11( e (46)

Day 1a phuong trinh vi phan tuyén tinh cAp bén theo wy, giai phuong trinh nay, ta dudc lién hé
giita wo va Np. Luu y rang cach giai phuong trinh (46) tuong tu nhu phuong trinh (18b) da trinh bay
& phan 4; dang nghiém do vong thu dudgc nhu trong cdc biéu thifc (26), (30), (33), (39) va (42) tuong
\ing v6i cac diéu kién bién SS, CC-1, CC-2, SC va CF. Sau day 12 mot s6 két qua cu thé cho céc diéu
kién bién:

5.1. Ddm lién két hai ddu khdp (SS)

2.2
D = %Wz (47a)
min I ) 2,2
No = D11 2 + Aq 212 W2 =N"+Ap 42 VV2 (47b)
5.2. Ddm lién két hai ddu ngam (CC)
- Trong trudng hop 1 (CC-1):
m’n?
Dy =1 (48a)
dm’n? m*n? . m*m?
No = Din—p5— + A W2 =N*"+Aj TE w2 (48b)
- Trong trudng hop 2 (CC-2):
Dyw?
D' = 21L2 (492)
D D
N0=D1]/12+A1]2—LI2W2=N +A”2_LIZW2 (49b)

L _
Khi % =4,49341;7,72525;10,90412; ... thi: Dy = 815,33;7123,29;28274,36, ...

5.3. Ddm lién két dau ngam-ddu khdp (CS)

* DIW2
=25 (50a)
D D

N0=011/12+A“2—L12W2 :N*+Auz—L12W2 (50b)

Khi AL = 4,49341;7,72525;10,90412; ... thi: D; = 203,83;1780,82; 7068,59; ...

37



Long, N. V., Td, N. M. / Tap chi Khoa hoc Coéng nghé¢ Xay dung

5.4. Dam lién két hai ddu ngam (CF)

. em-1)_,
1T e w (51a)
2m — 1)’ n? 2m — 1)’ n? i 2m — 1)’ n?
No = D= Ve W2 =N +AUWW2 (51b)

Cic két qua thu dudgc trong (47)—(51), tuong ting véi cac trudng hop diéu kién bién SS, CC-1,
CC-2, SC va CF, 1a nhiing phuong trinh co ban dung dé nghién citu &n dinh phi tuyén, bao gdm xac
dinh tai trong mét &n dinh va cic dudng cong tai nén-do vong ctia dim bang vat liéu FGM. Nhu vy,
ddi v6i dam FGM hoan ho (vé hinh dang hinh hoc ban dau), ham N, dat cuc tiéu tai W = 0 va gid tri

N* = Nol,,_» di€m thap nhit trén do thi tai nén-do vong la gid tri tai vong theo kiéu ré nhanh.

6. Két qua s6 va thao luan

Xét dam bing vat liéu P-FGM véi cic vat liéu thanh phan 1a gdm (Al,03) va kim loai (Al) trong
dé: E. =380 GPa, E,, = 70 GPava v, = v, = 0,3.

6.1. Vi du kiém ching

Xét dam tiét dién chit nhat, vat licu P-FGM (Al/Al,O3). Bang 2 trinh bay c4c két qua tinh toan luc

_ 1212

t6i han khong thit nguyén N = Ny,
Eh3

SS va CF; va cic chi s6 ty 1¢ thé tich k khac nhau. Két qua ctia bai bio dudc so sanh vdi két qua cla
Li va Batra [23].

C6 thé thiy rang cac két qua nhan dugc 12 hoan toan trung khép do Li va Batra trong [23] ciing sit
dung md hinh dam Euler-Bernoulli, va khi tinh toan ciing di coi di€ém dit Iuc nén doc truc nam trén
mat trung hoa.

cho dam véi 4 trudng hop diéu kién bién bao gom: CC, CS,

Bang 2. Kiém chiing luc t6i han khong thd nguyén N ctia dim FGM

k

biéu kién bién Ngudn
0 0,5 1 5 00

CcC LivaBatra[23] 214,3100 1389300  106,8200 70,4910 39,4780

Bai bao 2143114  138,9256  106,8215 70,4909 39,4784

CS Li va Batra [23]  109,6100 71,0530 54,6330 36,0520 20,1900

Bai béo 109,6068 71,0517 54,6325 36,0516 20,1907

SS LivaBatra [23] 53,5780 34,7310 26,7050 17,6230  9,8696

Bai bdo 53,5779 34,7314 26,7054 17,6227  9,8696

CF LivaBatra[23] 13,3940 8,6829 6,6763 44057  2,4674

Bai bao 13,3945 8,6828 6,6763 4,4057  2,4674

Tit cac két qua tinh toan kiém ching chi ra & trén, c6 thé thiy ring 16i gidi giai tich va chuong
trinh may tinh st dung trong bai bao c6 do tin cdy.
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6.2. Khdo sdt dnh hudng ciia chi sé ty 1é thé'tich vat liéu va diéu kién bién lén tdi trong tdi han ciia
dam FGM

Xét dam tiét dién vudng, vat liéu P-FGM (Al/Al,03): h = b = 0,1 m, dudi tic dung cia tii trong
nén doc truc.

Dam FGM (k = 2,L/h = 50), v6i bén trudng hop lién két dudc xem xét bao gom: lién két dau
ngam - dau tu do (CF); hai dau khép (SS), dau ngam - dau khép (CS), va hai dau ngam (CC). Tai
trong mét 6n dinh N* ting v6i cic dang méit 6n dinh ¢c6 m = 1,2, 3 tuong ting dudc trinh bay nhu trén
Hinh 2.

15 ; ‘ : : 2 ‘ ‘ : :
Dém FGM (AVALO-1), [— (1):m = 1, N* = 121,56 kN Dim FGM (AVALO,-1),[— (1): m = 1, N* = 486,24 kN
: . . ,0, pm =1, N =
Diéu kién bién CF: - = (2):m=2,N*=1094,03 kN |5 | Pidu kién bien SS: =~ (9rm=2,N*=1944,94 kN |
b=0,I m;h=0,1 m; e (3): m = 3, N* = 3038,98 kN ) b=0,m;h=01m; [~ (3): m =3, N* =4376,13 kN
k=2;L/h=50 k=2;L/h=>50
L
o
=]
z
05
=
0
x/L x/L
15 ; ‘ : : 25 ‘ : :
Dém FGM (AVALO,-1), —(1): m=1,N*=1944,94 kN ——(1): m =1, N* = 3978,87 kN
Pidu kién bien CC-1; |~ ~ ():m =2, N*=7779,78 kN - - (2):m=2,N*=11760.69 kN
b=01m:h=01m; [7@G:m=3N*=1750450kN}| | 7% | (3): m =3, N* = 23430,90 kN |

k=2;L/h=50

SN
| Dam FGM (AVALO,-1),
Diéu kién bién CC-2:
-15F b=0,01l m; h=0,1 m;
k=2;L/h=50

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L

T Dém FGM (AV/AL0,-1),
15k Diéu ki¢n bién CS: 1

$ b=0,Im;h=0,1m; _
sk=2Lh=50 7 "

Jo /T (rm =1, N* =994 72 kN |
OT]- = (2: m=2,N*=2940,17 kN
-------- (3): m=3,N*=5857,72N
15 ‘ ; ‘ ‘
0 02 0.4 0.6 0.8 1

x/L

Hinh 2. Dang mét &n dinh ctia ddm FGM véi céc diéu kién bién khac nhau
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Cic két qua s6 cho thiy, v6i dim FGM: Luc t6i han Nth ludn ting v6i dang mit 6n dinh c6 m = 1;
day 1a tri s6 Iuc nén nhd nhit 1am cho dAm mét 6n dinh, do d6 mang ¥ nghia k§ thuat hon ca. Vé anh
hudng ctia diéu kién bién: v6i ciing kich thuée hinh hoc va vat liéu lam dam, diéu kién bién CC c6
luc t6i han 16n nhét (két qua nghiém theo trudng hop dau tién, CC-1 ¢6 luc t6i han nhd hon so véi
truong hop thi hai, CC-2; do do, trong cic phan tich dudi day, cac két qua tinh toan 14y theo trudng
hgp CC-1), sau d6 lan lugt dén céc diéu kién bién CS, SS va CF. Cu thé, vé tri s6 luc t6i han, so v6i
trudng hop diéu kién bién SS thi diéu kién bién CC cho két qua luc t6i han 16n hon khoang 4 1an,
diéu kién bién CS cho két qua 16n hon khoang 2 1an; trong khi diéu kién bién CF cho két qua nhd hon
khoéng 4 lan.

Hinh 3 13 d6 thi biéu dién su bién thién luc téi han Nth ciia ddm FGM (L/h = 50) v6i bén dang
diéu kién bién (CF, SS, CS, CC), theo chi sb ty 1& thé tich, k. C4c két qua cho thiy, khi ting k (dong
nghia véi viéc ting ham lugng kim loai), véi ca 4 trudng hop diéu kién bién khic nhau, luc t6i han
déu giam. Luc t6i han, giam nhanh theo quy luét phi tuyén khi k con nhé (0 < k < 2), sau d6 thi giam
cham dan lai.

x10*
5000 — . e 5y ; ; ; ———
\  Dim FGM (AVALO,-1), icu ki¢n bién | DimFGM (AVALO,-1), —DBicukién bién CF
' b=0,Im:h=01mLh=50 | Di¢u kién bién SS v 23T e Dicu kién bién SS
woool ~-~-Diu ki¢n bién CS | | o b=0lmh=01mk=2 | 54 1ienbien CS ||
‘ - - Didu kién bién CC ' - - Diéu kién bién CC
1 1
\ 1
— Loy r
= 3000 Y 1
24 \ '
= \ \ 1
e ' .
22000 [\ Sso
\, =~ -
N T T T T e e e e e
\»
h, \~\
1000 (%, TSe—e
0 — e e e s S s s e =
0 2 4 6 8 10

Hinh 3. Bién thién cla luc t6i han, Ny, cia ddim FGM  Hinh 4. Bién thién ctia luc téi han Ny, ctia dim FGM
theo chi s6 ty 1¢ thé tich, k theo ty s6 kich thudc, L/h

Bién thién luc téi han, Ny, ciia ddm FGM (k = 2) v6i bon truong hop diéu kién bién (CF, SS, CS,
CCO), theo ty s6 kich thuéc L/h dugc thé hién bang dd thi nhu trén Hinh 4. Cac két qua cho thiy: khi
L/h ting (dam dai ra), v6i ca bén dang diéu kién bién khdo sat, luc t6i han giam theo quy luat phi
tuyén; va gidm nhanh nhét 12 trong khoang L/h = 5+15, sau d6 gidm chim dan.

6.3. Khdo sdt dnh hudng ciia chi sé ty 1é thé tich vit liéu, do mdnh dam va diéu kién bién lén duong
cong sau on dinh ciia dim FGM

Hinh 5 so sdnh anh hudng ctia chi s6 ty 1é thé tich k 1én dudng cong tii - d6 vong clia dim FGM
(L/h = 50); cho bén trusng hop diéu kién bién (CF, SS, CS, CC). C6 thé thy ring, khi k ting, luc t6i
han giam va dudng cong tai - do vong sau tSi han dich chuyén xubng phia duéi, kha ning mang tai
ctia dam gidm. Nguyén nhan 12 khi & ting, tuong ting v6i ham lugng kim loai ting 1am gidm do cing
ctia két cdu dam.

Hinh 6 12 dd thi so sanh anh hudng clia ty s6 kich thuéc dam L/h 1én dudng cong tai - do vong
ctia ddm FGM (k = 2); cho bén trudng hop didu kién bién (CF, SS, CS, CC). C6 thé thiy ring, khi
L/h ting c6 nghia 1a do méanh dam ting dan dén luc t6i han gidm va dudng cong tai - do vong sau téi
han dich chuyén xubng duéi, kha ning mang tai ctia dam gidm.
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900

—k=0:N, =312,54 kN Dim FGM (AVAL0,-1),
........ k=1:N_=15578kN| Diéukién bién CF:

h b=01mh=01m;
00 [[--—-k=2:N_=121,56 kN| ° =01 mn=01m
700 th L/h=50;m=1
||- = k=10:N, =93,64 kN

800 [

600 ]
Z' 500
=]
-
z
0 ‘ .
0 0.5 1 15
W/h
14000 .
—k=0:N,, =5000,60 kN | Biéu kién bién CC:
12000 F|-eeee k=1:N, =2492,50 kN b=0,Im;h=0,1 m;
! L/h=50;m=1
—-m-k=2: N = 1944,94 kN
10000 H_ _ k=10: N = 1498,16 kN 1
= 8000 DimFGM (AVALO.-1)
=)
=
Z 6000
4000
2000
0 ‘ .
0 0.5 1
Wih

Hinh 5. Anh hudng ctia chi s6 ty 18 thé tich, k 1én dudng cong tai - do vong ctia dim FGM (L/h = 50)

10000 : ‘
— L/ =10: N, =3038,98 kN
........ L/h=20: N, =759,74 kN
8000 L/m=30:N, =337.66 kN
- - Lh=50:N, = 121,56 kKN
— 6000 Dam FGM (AVAL,O -1), ]
z X 273
c) Diéu kién bién CF:
ZO b=0, m;h=0,1 m;
4000 k=2;m=1 1
2000

W/h
x10*

—L/h=10: Nth ; 48623,62 kN
........ L/h=20: Nlh =12155,90 kN
—-—-L/h=30: Nlh =5402,62 kN
|[- = L/h=50: Nth =1944,94 kN

= Dam FGM (AVALO-1),
= Piéu kién bién CC:

= b=0,I m;h=0,1 m;
Z k=2:m=1

Wih

15

N, [kN]

N, [kN]
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Dém FGM (AVALO-1),
Pidu kién bién SS:
b=0, m;h=0,1 m;
L/h=50;m=1

0 - :
0 0.5 1 L5
W/h
S
4% 10 .
—k=0: Nth =2557,49 kN
3.5 o k=1:N, =127476 kN
3L ——-k=2: N[h =994,72 kN
- - k=10: N[h =766,22 kN

Dim FGM (AVALO,-1),
Didu kién bién CS:
b=0,1 m;h=0,1 m;
L/h=50;m=1

125

Wih

10*

| [ L/h=20: Nth =3038,98 kN

| |- = L/h=50: N!h = 486,24 kN

—L/h=10: Nth =12155,90 kN

—-=-L/h=30:N, =1350,66 kN

o

4+

Dim FGM (AVALO,-1),
Pidu kién bién SS:
b=0,m;h=0,1 m;
k=2:m=1

Wrh

x10°

251

1.5F

[feeenees L/h=20: Ny, = 6216,98 kN 1
| |=-=-L/h=30: Ny, = 2763,10 kN

—L/h=10: Nm =24867,92 kN

- - L/h=50: Nth =994,72 kN

Dam FGM (AVALO-1),
Piéu kién bién CS: 1
b=0,1m;h=0,1 m;
k=2;m=1 1

W/
Hinh 6. Anh hudng ciia ty s6 kich thudc, L/h 1én dudng cong tii - d vong ciia dim FGM (k = 2)
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7. Két luan

Bai bdo st dung md hinh dim Euler-Bernoulli dé€ xay dung biéu thiic gidi tich cho luc t6i han va
quan hé dudng cong tai trong nén - d6 vong ctia dim FGM, chiu nén doc truc véi cic loai diéu kién
bién khic nhau. Nghiém giai tich dudi dang hién thu dugc bang cach giai truc tiép hé phuong trinh
can bing on dinh cta dAm thiét 14ap trong hé truc gan véi mit trung hoa. Cac khao st s6 cho phép
ddnh gia anh hudng clia cc tham s hinh hoc, vat liéu, diéu kién bién 1én dng xt 6n dinh va sau 6n
dinh ctia dam. Céc két qua cho thiy, vdi dim bing vt liéu FGM:

- Lyc t6i han ludn ting véi dang mét 8n dinh c6 m = 1;

- Khi ting chi s6 ty 1 thé tich k hoic ting ty s6 kich thuéc L/h thi luc t6i han cia dam giam,
dudng cong tai trong - dd vong sau t6i han dich chuyén xudng phia dusi cho thiy kha ning mang tai
nén ctia dim gidm (do ciing ctia két ciu gidm);

- D6 6n dinh ctia dam phu thudc 16n vao diéu kién bién; tuong ing véi cac diéu kién lién két ly
tudng CC, CS, SS, CF thi khi ning 6n dinh ctia dAm gidm dan.

Cic két qua nhan dudc 12 ngudn tai liéu tham khao hitu ich, gép phan cho cong tic nghién ciiu,
tinh to4n 6n dinh két cau dam FGM chiu tai nén doc truc.
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