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Tóm tắt

Trong nghiên cứu này, phương pháp làm trơn biến dạng kết hợp trên cạnh (ES) và trên nút (NS) phần tử được
phát triển cho phần tử vỏ phẳng tam giác 3 nút MITC3. Phần tử vỏ phẳng MITC3 có biến dạng cắt ngoài mặt
phẳng được xấp xỉ lại nên không xảy ra hiện tượng khóa cắt khi phân tích các kết cấu vỏ mỏng. Các biến dạng
hằng số trên miền phần tử vỏ phẳng MITC3 được làm trơn bằng cách trung bình trên miền các phần tử chung
cạnh và chung nút. Phần tử vỏ phẳng đề xuất ES+NS-MITC3 điều chỉnh sự đóng góp của phương pháp làm
trơn biến dạng trên cạnh có khuynh hướng làm tăng độ cứng và phương pháp làm trơn biến dạng trên nút có
tính chất làm giảm độ cứng thông qua hệ số tỉ lệ β ∈ [0, 1]. Hiệu quả của phần tử vỏ phẳng ES+NS-MITC3
được đánh giá thông qua phân tích tĩnh một số kết cấu vỏ đồng nhất điển hình. Kết quả so sánh độ võng của
các kết cấu vỏ điển hình khi được tính toán bằng phần tử ES+NS-MITC3 và một số phần tử vỏ phẳng tam giác
3 nút tương tự cho thấy độ chính xác và hội tụ của phần tử đề xuất được cải thiện.

Từ khoá: phần tử vỏ phẳng; khóa cắt; kỹ thuật MITC3; phương pháp làm trơn biến dạng; phương pháp làm trơn
biến dạng kết hợp.

STATIC ANALYSES OF SHELL STRUCTURES USING FLAT SHELL FINITE ELEMENTS HAVING
COMBINED SMOOTHED STRAINS ES+NS-MITC3

Abstract

In this study, the combination of the edge-based smoothed strain (ES) and the node-based smoothed strain (NS)
methods is developed for the 3-node triangular flat shell finite element MITC3. Using the MITC3 technique to
interpolate the transverse shear strains independently, the flat shell finite element MITC3 overcomes the shear
locking phenomenon when used to analyze thin shell structures. The constant strains on each flat shell finite
element MITC3 are smoothed by averaging on domains of elements having common edges and nodes. The
proposed flat shell finite element ES+NS-MITC3 modifies the contribution of the edge-based smoothed strain
approach, which usually behaves over stiffness, and the node-based smoothed strain approach normally causing
overly soft behaviors by using the scale factor β ∈ [0, 1]. The effectiveness of the ES+NS-MITC3 element is
evaluated by static analyses of several benchmark homogenous shell structures. Comparison between numerical
deflections computed by the ES+NS-MITC3 element and those provided by other similar 3-node triangular flat
shell finite elements shows that the accuracy and convergence of the proposed element are improved.

Keywords: flat shell finite element; shear locking; MITC3 technique; smoothed strain methods; combined
smoothed strain methods.
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1. Giới thiệu

Việc phân tích các kết cấu vỏ có tầm quan trọng trong các ngành khoa học kỹ thuật như: xây dựng,
cơ khí, hàng không, hàng hải, ô tô, . . . Kết cấu vỏ tuy mỏng, nhẹ nhưng có ưu điểm là chịu tải trọng
tốt, khả năng vượt nhịp lớn và có tính thẩm mỹ cao. Lý thuyết tấm vỏ đồng nhất hiện nay có thể chia
làm 2 loại: lý thuyết tấm vỏ cổ điển của Kirchhoff –Love (CPT) và lý thuyết tấm vỏ biến dạng cắt
bậc nhất của Reissner-Mindlin (FSDT) [1]. Trong đó, lý thuyết tấm vỏ cổ điển bỏ qua biến dạng cắt
ngoài mặt phẳng được áp dụng cho các loại tấm vỏ mỏng. Đối với tấm vỏ dày, biến dạng cắt ngoài
mặt phẳng luôn khác không nên lý thuyết tấm vỏ biến dạng cắt bậc nhất được sử dụng.

Do các kết cấu vỏ thường có hình dạng, điều kiện biên và chịu tải trọng phức tạp nên các phương
pháp số, phổ biến nhất là phương pháp phần tử hữu hạn (PP PTHH), được áp dụng. Khi phân tích
bằng PP PTHH [2] các kết cấu vỏ thường được rời rạc bằng một trong các loại phần tử: phần tử vỏ
khối 3 chiều, phần tử vỏ 3 chiều suy biến hoặc phần tử vỏ phẳng. Trong các loại phần tử này thì phần
tử vỏ phẳng, kết hợp giữa phần tử tấm ứng xử theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất và phần tử ứng
suất phẳng, thường được sử dụng rộng rãi vì dễ thiết lập công thức PTHH dựa vào xấp xỉ chuyển vị
tuyến tính dạng C0. Tuy nhiên, khi phân tích các kết cấu vỏ mỏng, phần tử vỏ phẳng dạng C0 thuần
túy không loại bỏ được biến dạng cắt ngoài mặt phẳng và dẫn đến hiện tượng khóa cắt làm cho kết
quả tính toán không chính xác. Do đó, để phân tích kết cấu vỏ dày hoặc mỏng bằng công thức PTHH
vỏ phẳng dạng C0 thì phải khử hiện tượng khóa cắt bằng các kỹ thuật xấp xỉ lại biến dạng cắt ngoài
mặt phẳng như kỹ thuật dạng Mindlin (Mindlin type – MIN) [3], chênh lệch biến dạng cắt rời rạc
(Discrete Shear Gap – DSG) [4], hoặc các thành phần ten-xơ nội suy hỗn hợp (Mixed Interpolation
of Tensorial Components – MITC) [5]. Đối với phần tử vỏ phẳng tam giác 3 nút, với ưu điểm dễ dàng
trong việc chia lưới PTHH các kết cấu vỏ có hình dạng phức tạp, các kỹ thuật khử khóa cắt MIN3
[3] và DSG3 [4] có ma trận độ cứng phụ thuộc vào thứ tự đánh số nút phần tử. Trong khi đó, Lee và
Bathe [6] đã phát triển kỹ thuật khử khóa cắt MITC3 cho phần tử vỏ 3 chiều suy biến dạng tam giác
3 nút có đặc điểm nổi trội là ma trận độ cứng độc lập với thứ tự đánh số nút phần tử. Công thức biến
dạng cắt ngoài mặt phẳng theo kỹ thuật MITC3 đã được Chau-Dinh và cs. [7] thiết lập ở dạng tường
minh chỉ phụ thuộc vào tọa độ nút phần tử.

Trong nổ lực cải thiện khả năng tính toán của PP PTHH thông thường, Liu và Nguyen – Thoi [8]
đã phát triển PP PTHH trơn biến dạng bằng cách trung bình các biến dạng bên trong phần tử (cell-
based smoothing – CS) hoặc giữa các phần tử chung cạnh (edge-based smoothing – ES) hoặc giữa
các phần tử chung nút (node-based smoothing – NS). PP PTHH trơn đã được phát triển cho các phần
tử vỏ phẳng tam giác 3 nút bằng cách kết hợp các phương pháp làm trơn biến dạng trên phần tử (CS)
và trên cạnh (ES) hoặc trên nút (NS) với các kỹ thuật khử khóa cắt DSG3 hoặc MITC3. Kết quả, các
phần tử vỏ phẳng tam giác 3 nút CS-DSG3, ES-DSG3 và NS-DSG3 đã được xây dựng để phân tích
tĩnh kết cấu vỏ đồng nhất trong các nghiên cứu [9–11]. Tương tự, các phần tử vỏ phẳng ES-MITC3 và
NS-MITC3 cũng đã được đề xuất để phân tích tĩnh kết cấu vỏ đồng nhất [12, 13]. Pham và cs. [14, 15]
nghiên cứu ứng xử tĩnh của các kết cấu vỏ làm bằng vật liệu composite nhiều lớp hoặc vật liệu phân
lớp chức năng bằng phần tử ES-MITC3.

Các kết quả phân tích ứng xử kết cấu bằng PP PTHH trơn cho thấy so với PP PTHH thông thường,
phương pháp làm trơn biến dạng trên cạnh thường làm tăng độ cứng phần tử. Ngược lại, phương pháp
làm trơn biến dạng trên nút lại có khuynh hướng mềm hóa độ cứng phần tử. Vì vậy, với mong muốn
cải thiện độ hội tụ bằng cách tận dụng đặc điểm của cả 2 phương pháp làm trơn biến dạng trên cạnh và
trên nút, phương pháp làm trơn biến dạng kết hợp miền làm trơn trên cạnh và trên nút hay còn gọi là
PP β-PTHH (β-FEM) đã được nghiên cứu. Nhờ hệ số β ∈ [0, 1] tỉ lệ tham gia vào độ cứng phần tử của
phương pháp làm trơn biến dạng trên cạnh và trên nút được hiệu chỉnh. PP β-PTHH đã được phát triển
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cho các phần tử tấm sử dụng kỹ thuật khử khóa cắt DSG3 [16] hoặc MITC3 [17]. Nguyen-Hoang và
cs. đã áp dụng phương pháp làm trơn biến dạng kết hợp cho phần tử vỏ phẳng DGS3 để phân tích tĩnh
và dao động tự do các kết cấu vỏ đồng nhất theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất [18]. Kết quả nghiên
cứu cho thấy phần tử sử dụng phương pháp làm trơn biến dạng kết hợp có kết quả nằm giữa kết quả
của phần tử chỉ sử dụng một phương pháp làm trơn biến dạng trên cạnh hoặc trên nút.

Dựa trên các kết quả nghiên cứu về các phần tử tấm, vỏ có biến dạng được làm trơn, và từ phần tử
tấm tam giác 3 nút ES+NS-MITC3 [17] bài báo này phát triển công thức PTHH vỏ phẳng tam giác 3
nút ES+NS-MITC3 để phân tích tĩnh một số kết cấu vỏ đồng nhất điển hình. Phần tử đề xuất sử dụng
phương pháp làm trơn biến dạng trên cạnh kết hợp làm trơn biến dạng trên nút và kỹ thuật khử khóa
cắt MITC3. So với phần tử tấm ES+NS-MITC3 [17], các biến dạng của phần tử đề xuất phải được
chiếu trên cùng hệ trục tọa độ được thiết lập cho các phần tử chung cạnh và chung nút trước khi được
làm trơn do các phần tử trong kết cấu vỏ không đồng phẳng. Trong phần tiếp theo, các bước thiết lập
công thức PTHH vỏ phẳng ES+NS-MITC3 sẽ được trình bày chi tiết. Ở phần 3, độ hội tụ và chính
xác của phần tử đề xuất được đánh giá thông qua kết quả phân tích chuyển vị tĩnh một số kết cấu vỏ
đồng nhất điển hình. Cuối cùng, một số kết luận được tổng kết trong phần 4.

2. Công thức PTHH vỏ phẳng ES+NS-MITC3

2.1. Công thức PTHH vỏ phẳng MITC3 trong hệ tọa độ cục bộ

Xét kết cấu vỏ đồng nhất được rời rạc bằng các phần tử tam giác 3 nút. Theo lý thuyết biến dạng
cắt bậc nhất, chuyển vị trong hệ tọa độ cục bộ 0xyz với mặt phẳng 0xy trùng với mặt trung bình phần
tử được xác định [1]:

u = u0 − zθy; v = v0 + zθx; w = w0 (1)

trong đó u, v,w lần lượt là chuyển vị thẳng theo phương x, y, z; u0, v0,w0 là các chuyển vị thẳng của
mặt trung bình và θx, θy lần lượt là các góc xoay của mặt trung bình quanh trục x và y với chiều dương
qui ước như Hình 1.
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6] 

dạng cắt 

(2) 

(3) 

(4) 

bình của 

(5) 

Hình 2. Tọa độ các điểm buộc trong hệ tọa độ tự
nhiên rst theo kỹ thuật khử khóa cắt MITC3 [6]

Từ chuyển vị ở công thức (1), biến dạng trong mặt phẳng ε và biến dạng cắt ngoài mặt phẳng εs

trong hệ tọa độ cục bộ phần tử có dạng:

ε =
[
εx εy γxy

]T
=

[
u,x v,y u,y + v,x

]T
= εm + zεb (2)
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với
εm =

[
u0,x v0,y u0,y + v0,x

]T
; εb =

[
−θy,x θx,y − θy,y + θx,x

]T
(3)

εs =
[
γxz γyz

]T
=

[
u,z + w,xv,z + w,y

]T
(4)

Trong bài báo này, dấu phẩy dưới ı,  được dùng cho ký hiệu đạo hàm.
Các thành phần chuyển vị cục bộ u0, v0,w0, θx, θy trên mặt trung bình của phần tử được xấp xỉ như

sau [19]:

u0 =

3∑
I=1

NIuI (5)

trong đó, u0 =
[
u0 v0 w0 θx θy

]T
; uI =

[
u0I v0I w0I θxI θyI

]T
là chuyển vị cục bộ của nút I có

chiều dương qui ước ở Hình 1; và NI là các hàm dạng tuyến tính dạng C0 được xác định trong hệ tọa
độ tự nhiên rst:

N1 = 1 − r − s; N2 = r; N3 = s (6)

Từ xấp xỉ chuyển vị cục bộ trên mặt trung bình ở công thức (5), các biến dạng màng εm, biến dạng
uốn εb và biến dạng cắt ngoài mặt phẳng εs ở các công thức (3) và (4) được xác định:

εm =

3∑
I=1

BmIuI; εb =

3∑
I=1

BbIuI (7)

εs =

3∑
I=1

BsIuI (8)

với BmI ,BbI ,BsI là các ma trận quan hệ giữa biến dạng và chuyển vị nút phần tử có dạng

BmI =

 NI,x 0 0 0 0
0 NI,y 0 0 0

NI,y NI,x 0 0 0

 ; BbI =

 0 0 0 0 −NI,x

0 0 0 NI,y 0
0 0 0 NI,x −NI,y

 (9)

BsI =

[
0 0 NI,x 0 −NI

0 0 NI,y NI 0

]
(10)

Gọi (x1, y1) , (x2, y2) và (x3, y3) lần lượt là tọa độ nút 1, 2, 3 của phần tử trong hệ tọa độ cục bộ
0xyz như Hình 1 và định nghĩa a = (x2 − x1) , b = (y2 − y1) , c = (y3 − y1) , d = (x3 − x1) , Ae là diện
tích của phần tử. Đạo hàm của các hàm dạng NI theo các biến x, y có thể được biểu diễn ở dạng tường
minh chỉ phụ thuộc tọa độ nút phần tử như sau:

N1,x =
b − c
2Ae

; N1,y =
d − a
2Ae

; N2,x =
c

2Ae
; N2,y =

−d
2Ae

; N3,x =
−b
2Ae

; N3,y =
a

2Ae
(11)

Biến dạng cắt ngoài mặt phẳng εs được tính trực tiếp từ xấp xỉ chuyển vị ở công thức (8) sẽ không
tiến về 0 khi phân tích kết cấu vỏ có chiều dày mỏng dần. Kết quả phần tử vỏ phẳng tam giác 3 nút sẽ
bị hiện tượng khóa cắt khi được sử dụng để phân tích kết cấu vỏ mỏng. Để khắc phục hiện tượng khóa
cắt Lee và Bathe [6] đã phát triển kỹ thuật khử “khóa cắt” MITC3 bằng cách xấp xỉ lại các biến dạng
cắt ngoài mặt phẳng bằng hàm mới thông qua những điểm buộc trong hệ tọa độ tự nhiên như sau:

ε̃rt = ε(1)
rt + cs; ε̃st = ε(2)

st − cr với c = ε(2)
st − ε

(1)
rt − ε

(3)
st + ε(3)

rt (12)
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trong đó, ε(1)
rt , ε

(2)
st , ε

(3)
rt , ε

(3)
st lần lượt là giá trị của biến dạng cắt ngoài mặt phẳng tính theo công thức

(8) tại các điểm buộc (1), (2), (3) có tọa độ như Hình 2.

ẽrt = e(1)
rt + cs; ẽst = e(2)

st − cr (13)

trong đó c = e(2)
st − e(1)

rt − e(3)
st + e(3)

rt .
Dùng công thức biến đổi biến dạng từ hệ tọa độ tự nhiên rst sang hệ tọa độ cục bộ xyz và sử dụng

1 điểm Gauss để tính toán, biến dạng cắt ngoài mặt phẳng xấp xỉ theo kỹ thuật MITC3 được biểu diễn
lại theo chuyển vị nút phần tử như sau:

εMITC3
s =

3∑
I=1

BMITC3
sI uI (14)

trong đó

BMITC3
s1

=
1

2Ae

[
0 0 b − c (b − c) (b + c)/6 Ae + (d − a) (b + c)/6
0 0 d − a −Ae − (b − c) (a + d)/6 − (d − a) (a + d)/6

]
BMITC3

s2
=

1
2Ae

[
0 0 c −bc/2 + c (b + c)/6 ac/2 − d (b + c)/6
0 0 −d bd/2 − c (a + d)/6 −ad/2 + d (a + d)/6

]
BMITC3

s3
=

1
2Ae

[
0 0 −b bc/2 − b (b + c)/6 −bd/2 + a (b + c)/6
0 0 a −ac/2 + b (a + d)/6 ad/2 − a (a + d)/6

] (15)

Thế các công thức (7) và (14) vào phương trình công ảo, ma trận độ cứng của phần tử vỏ phẳng
MITC3 trong hệ trục tọa độ cục bộ được xác định:

Ke,loc
IJ = BT

mIDmBmJAe + BT
bIDbBbJAe +

(
BMITC3

sI

)T
Ds

(
BMITC3

sJ

)
Ae (16)

trong đó

Dm =
Eh

1 − ν2


1 ν 0
ν 1 0

0 0
1 − v

2

 ; Db =
Eh3

12
(
1 − v2)


1 v 0
v 1 0

0 0
1 − v

2

 ;

Ds =
kh3

h2 + αh2
e

E
2 (1 + ν)

[
1 0
0 1

] (17)

với E, ν lần lượt là mô-đun đàn hồi và hệ số Poisson của vật liệu, h là chiều dày của vỏ, k = 5/6, he là
chiều dài lớn nhất của cạnh phần tử và α = 0, 1 là hệ số ổn định [20].

2.2. Công thức PTHH vỏ phẳng MITC3 trong hệ tọa độ toàn cục

Gọi UI = [UI VI WI θXI θYI θZI]T là chuyển vị của nút I trong hệ tọa độ toàn cục 0XYZ. Quan
hệ giữa chuyển vị nút uI trong hệ trục tọa độ cục bộ 0xyz và chuyển vị nút UI trong hệ trục tọa độ
toàn cục 0XYZ cho bởi:

uI = TUI (18)

trong đó

T =



nxX nxY nxZ 0 0 0
nyX nyY nyX 0 0 0
nzX nzY nzZ 0 0 0
0 0 0 nxX nxY nxZ

0 0 0 nyX nyY nyZ

0 0 0 nzX nzY nzZ


(19)
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với (nxX , nxY , nxZ) ,
(
nyX , nyY , nyZ

)
, (nzX , nzY , nzZ) lần lượt là cosin chỉ phương của trục x, y, z trong hệ

trục tọa độ toàn cục 0XYZ.
Thế (18) vào (7) và (14), quan hệ giữa biến dạng và chuyển vị nút phần tử trong hệ trục tọa độ

toàn cục được xác định:

εm =

3∑
I=1

BmITUI; εb =

3∑
I=1

BbITUI; εMITC3
s =

3∑
I=1

BMITC3
sI TUI (20)

Kết quả, ma trận độ cứng của phần tử vỏ phẳng MITC3 trong hệ trục tọa độ toàn cục có dạng:

Ke
IJ = TT Ke,loc

IJ T (21)

Công thức (16) cho thấy thành phần của ma trận độ cứng phần tử vỏ phẳng MITC3 trong hệ tọa
độ cục bộ liên quan bậc tự do θzI bằng 0. Vì vậy, trong ma trận độ cứng kết cấu, thành phần liên quan
đến bậc tự do θzI tại các nút kết nối giữa các phần tử đồng phẳng sẽ bằng 0, tức là ma trận độ cứng kết
cấu bị suy biến. Để khắc phục hiện tượng này, tại vị trí liên quan bậc tự do θzI , một giá trị bằng 10−3

lần giá trị lớn nhất của các thành phần trên đường chéo chính của ma trận độ cứng phần tử được thêm
vào [20].

2.3. Công thức PTHH vỏ phẳng ES+NS-MITC3

Các ma trận quan hệ giữa biến dạng và chuyển vị nút của phần tử vỏ phẳng MITC3 cho bởi các
công thức (9) và (15) là hằng số trên miền phần tử vì chỉ phụ thuộc vào tọa độ nút phần tử. Kết quả,
trường biến dạng giữa các phần tử vỏ phẳng MITC3 không liên tục. Để giảm sự chênh lệch biến dạng
này, biến dạng của các phần tử được làm trơn trên miền các phần tử chung cạnh Ωk

ES hoặc chung nút
Ωk

NS . Các kết quả nghiên cứu cho thấy, phương pháp làm trơn biến dạng trên miền Ωk
ES xác định bởi

các đoạn thẳng nối 2 nút của 1 cạnh với trọng tâm của 2 phần tử chung cạnh có khuynh hướng làm
tăng độ cứng. Ngược lại, phương pháp làm trơn biến dạng trên miền Ωk

NS giới hạn bởi các đoạn thẳng
nối trung điểm các cạnh với trọng tâm của các phần tử chung nút sẽ làm mềm độ cứng. Vì vậy, trong
nghiên cứu này các biến dạng được làm trơn trên miền kết hợp gồm phần bao quanh nút để tạo thành
miền làm trơn trên nút Ω̂k

NS và phần còn lại chung cạnh giữa 2 phần tử là miền làm trơn trên cạnh
Ω̄k

ES [18] như Hình 3.
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miền làm 

oàn. Khi 

(22) 

(23) 

 và trên 

g phẳng 

phần tử 

Hình 3. Miền làm trơn biến dạng kết hợp trên cạnh (ES) và trên nút (NS) của kết cấu vỏ
được rời rạc bằng các phần tử vỏ phẳng tam giác 3 nút
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Để điều chỉnh tỉ lệ giữa 2 miền làm trơn, hệ số hiệu chỉnh β ∈ [0, 1] được định nghĩa nhằm xác
định tỉ lệ chiều dài trên cạnh phần tử tham gia vào miền Ω̂k

NS và Ω̄k
ES . Nghĩa là, β = 0 tương ứng với

miền làm trơn trên cạnh bằng 0 và trở thành miền làm trơn trên nút hoàn toàn; β = 1 tương ứng với
miền làm trơn trên cạnh hoàn toàn. Khi đó, miền Ω̂k

NS có diện tích

Âk
NS = (1 − β2)Ak

NS (22)

và miền Ω̄k
ES có diện tích:

Āk
ES = β2Ak

ES (23)

với Ak
NS và Ak

ES lần lượt là diện tích của miền làm trơn thuần túy trên nút Ωk
NS và trên cạnh Ωk

ES .
Do miền làm trơn Ω̄k

ES của cạnh k gồm 2 phần tử vỏ phẳng không đồng phẳng nên các biến dạng
được định nghĩa trong hệ trục tọa độ cục bộ oxyz của mỗi phần tử được biến đổi thành các biến dạng
trong hệ trục tọa độ cục bộ õx̃ỹz̃ chung của 2 phần tử trước khi áp dụng phương pháp làm trơn. Hệ trục
tọa độ cục bộ õx̃ỹz̃ được định nghĩa bởi trục õx̃ trùng với cạnh chung, trục õz̃ có véc-tơ chỉ phương là
tổng các véc-tơ pháp tuyến của 2 phần tử chung cạnh và trục õỹ tạo với trục õx̃, õz̃ thành 1 tam diện
thuận. Tương tự, một hệ trục tọa độ cục bộ

^
o
^
x
^
y
^
z chung cho các phần tử trong miền làm trơn Ω̂k

NS của
nút k được thiết lập có trục

^
o
^
x theo phương cạnh của phần tử đầu tiên, trục

^
o
^
z có véc-tơ chỉ phương

là tổng các véc-tơ pháp tuyến của các phần tử trong miền Ω̄k
NS và trục

^
o
^
y tạo với trục

^
o
^
x và trục

^
o
^
z

thành một tam diện thuận.
Các biến dạng của phần tử vỏ phẳng MITC3 trong hệ tọa độ cục bộ oxyz được chuyển sang hệ tọa

độ toàn cục 0XYZ và cuối cùng chuyển sang hệ trục tọa độ cục bộ õx̃ỹz̃,
^
o
^
x
^
y
^
z của các miền làm trơn

Ω̄k
ES , Ω̂k

NS như sau [10, 19]:

ε̃m = R̃m1Rm2εm; ε̃b = R̃b1Rb2εb; ε̃MITC3
s = R̃s1Rs2ε

MITC3
s (24)

^
εm =

^

Rm1Rm2εm; ^
εb =

^

Rb1Rb2εb; ^
ε

MITC3
s =

^

Rs1Rs2ε
MITC3
s (25)

trong đó, các ma trận chuyển hệ tọa độ được xác định bởi

R̃m1 = R̃b1 =


n2

x̃X n2
x̃Y n2

x̃Z nx̃Xnx̃Y nx̃Ynx̃Z nx̃Xnx̃Z

n2
ỹX n2

ỹY n2
ỹZ nỹXnỹY nỹYnỹZ nỹXnỹZ

2nx̃XnỹX 2nx̃YnỹY 2nx̃ZnỹZ nx̃XnỹY + nỹXnx̃Y nx̃ZnỹY + nỹZnx̃Y nx̃XnỹZ + nỹXnx̃Z

 (26)

R̃s1 =

 2nx̃Xnz̃X 2nx̃Ynz̃Y 2nx̃Znz̃Z nx̃Xnz̃Y + nz̃Xnx̃Y nx̃Znz̃Y + nz̃Znx̃Y nx̃Xnz̃Z + nz̃Xnx̃Z

2nỹXnz̃X 2nỹYnz̃Y 2nỹZnz̃Z nỹXnz̃Y + nz̃XnỹY nỹZnz̃Y + nz̃ZnỹY nỹXnz̃Z + nz̃XnỹZ

 (27)

^

Rm1 =
^

Rb1 =


n2
^xX

n2
^xY

n2
^xZ

n^xXn^xY n^xYn^xZ n^xXn^xZ

n2
^y X

n2
^yY

n2
^yZ

n^y Xn^yY n^yYn^yZ n^y Xn^yZ

2n^xXn^y X 2n^xYn^yY 2n^xZn^yZ n^xXn^yY + n^y Xn^xY n^xZn^yY + n^yZn^xY n^xXn^yZ + n^y Xn^xZ


(28)

^

Rs1 =

 2n^xXn^z X 2n^xYn^z Y 2n^xZn^z Z n^xXn^z Y + n^z Xn^xY n^xZn^z Y + n^z Zn^xY n^xXn^z Z + n^z Xn^xZ
2n^y Xn^z X 2n^yYn^z Y 2n^yZn^z Z n^y Xn^z Y + n^z Xn^yY n^yZn^z Y + n^z Zn^yY n^y Xn^z Z + n^z Xn^yZ

 (29)

Rm2 = Rb2 =



n2
xX n2

yX nxXnyX

n2
xY n2

yY nxYnyY

n2
xZ n2

yZ nxZnyZ

2nxXnxY 2nyXnyY nxXnyY + nxYnyX

2nxYnxZ 2nyYnyZ nxYnyZ + nxZnyY

2nxXnxZ 2nyXnyZ nxXnyZ + nxZnyX


(30)
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Rs2 =



nxXnzX nyXnzX

nxYnzY nyYnzY

nxZnzZ nyZnzZ

nxXnzY + nxYnzX nyXnzY + nyYnzX

nxZnzY + nxYnzZ nyZnzY + nyYnzZ

nxXnzZ + nxZnzX nyXnzZ + nyZnzX


(31)

với (nx̃X , nx̃Y , nx̃Z) ,
(
nỹX , nỹY , nỹZ

)
, (nz̃X , nz̃Y , nz̃Z) ,

(
n^

x X , n^
xY , n^

xZ

)
,
(
n^

y X , n^
y Y , n^

y Z

)
,
(
n^

z X , n^
z Y , n^

z Z

)
lần

lượt là cosin chỉ phương của trục x̃, ỹ, z̃,
^
x,

^
y,

^
z trong hệ trục tọa độ toàn cục 0XYZ.

Theo PP PTHH trơn [8], các biến dạng của phần tử vỏ phẳng MITC3 được làm trơn trên miền
Ω̄k

ES và Ω̂k
NS như sau:

ε̄k
m =

1
Āk

ES

∫
Ω̄k

ES

ε̃mdΩ; ε̄k
b =

1
Āk

ES

∫
Ω̄k

ES

ε̃bdΩ; ε̄k
s =

1
Āk

ES

∫
Ω̄k

ES

ε̃MITC3
s dΩ (32)

ε̂k
m =

1
Âk

NS

∫
Ω̂k

NS

^
εmdΩ; ε̂k

b =
1

Âk
NS

∫
Ω̂k

NS

^
εbdΩ; ε̂k

s =
1

Âk
NS

∫
Ω̂k

NS

^
ε

MITC3
s dΩ (33)

Thế các biến dạng cho bởi các công thức (7), (14), (24) và (25) vào các biến dạng trơn ở các công
thức (32) và (33), ta được

ε̄k
m =

1
β2Ak

ES

Nk
ES∑

e=1

β2 Ae

3

3∑
I=1

R̃m1Re
m2Be

mIu
e
I =

1
Ak

ES

Nk
ES∑

e=1

Ae

3

3∑
I=1

R̃m1Re
m2Be

mIu
e
I ;

ε̄k
b =

1
Ak

ES

Nk
ES∑

e=1

Ae

3

3∑
I=1

R̃b1Re
b2Be

bIu
e
I ; ε̄k

s =
1

Ak
ES

Nk
ES∑

e=1

Ae

3

3∑
I=1

R̃s1Re
s2BMITC3,e

sI ue
I

(34)

ε̂k
m =

1(
1 − β2) Ak

NS

Nk
NS∑

e=1

(
1 − β2

) Ae

3

3∑
I=1

^

Rm1Re
m2Be

mIu
e
I =

1
Ak

NS

Nk
NS∑

e=1

Ae

3

3∑
I=1

^

Rm1Re
m2Be

mIu
e
I ;

ε̂k
b =

1
Ak

NS

Nk
NS∑

e=1

Ae

3

3∑
I=1

^

Rb1Re
b2Be

bIu
e
I ; ε̂k

s =
1

Ak
NS

Nk
NS∑

e=1

Ae

3

3∑
I=1

^

Rs1Re
s2BMITC3,e

sI ue
I

(35)

trong đó Nk
ES và Nk

NS lần lượt là số phần tử chung cạnh và chung nút của miền làm trơn biến dạng
Ω̄k

ES và Ω̂k
NS .

Từ các quan hệ cho bởi các công thức (34) và (35), ma trận độ cứng của phần tử vỏ phẳng MITC3
có các biến dạng được làm trơn trên miền kết hợp cạnh (ES) và nút (NS), tức là độ cứng phần tử vỏ
phẳng ES+NS-MITC3, trong hệ tọa độ toàn cục 0XYZ có dạng:

KES +NS
IJ = TT

(
KES ,loc

IJ + KNS ,loc
IJ

)
T (36)

trong đó

KES ,loc
IJ =

[
B̄T

mIDmB̄mJ + B̄T
bIDbB̄bJ +

(
B̄MITC3

sI

)T
Ds

(
B̄MITC3

sJ

)]
β2Ak

ES (37)

KNS ,loc
IJ =

[
B̂T

mIDmB̂mJ + B̂T
bIDbB̂bJ +

(
B̂MITC3

sI

)T
Ds

(
B̂MITC3

sJ

)] (
1 − β2

)
Ak

NS (38)
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với

B̄mI =
1

Ak
ES

Nk
ES∑

e=1

Ae

3
R̃m1Re

m2Be
mI; B̄bI =

1
Ak

ES

Nk
ES∑

e=1

Ae

3
R̃b1Re

b2Be
bI;

B̄MITC3
sI =

1
Ak

ES

Nk
ES∑

e=1

Ae

3
R̃s1Re

s2BMITC3,e
sI

(39)

B̂mI =
1

Ak
NS

Nk
NS∑

e=1

Ae

3
^

Rm1Re
m2Be

mI; B̂bI =
1

Ak
NS

Nk
NS∑

e=1

Ae

3
^

Rb1Re
b2Be

bI;

B̂MITC3
sI =

1
Ak

NS

Nk
NS∑

e=1

Ae

3
^

Rs1Re
s2BMITC3,e

sI

(40)

3. Các ví dụ số

Để đánh giá hiệu quả của phần tử vỏ phẳng đề xuất, trong phần này kết quả chuyển vị của phần
tử ES+NS-MITC3 sẽ được so sánh với phần tử ES-MITC3 [12], NS-MITC3 [13], ES+NS-DSG3 [18]
và lời giải tham khảo khi phân tích tĩnh một số kết cấu vỏ điển hình. Dựa trên kết quả so sánh chuyển
vị cho bởi phần tử đề xuất khi β thay đổi từ 0 đến 1 với lời giải tham khảo, hệ số hiệu chỉnh tỉ lệ tham
gia của miền làm trơn trên cạnh và trên nút của phần tử vỏ phẳng ES+NS-MITC3 được chọn β = 0,9
cho tất cả các ví dụ.

3.1. Vỏ hyperbolic paraboloid chịu tải trọng bản thân

259 

260 

261 

262 

263 

264 

265 

266 
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3. Các 

Đ
chuyển
NS-MI

kết cấu

thay đổ
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3.1. Vỏ

K
2Z X
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Vỏ có c
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hiệu chỉnh
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,5  m,  liên

000 N/m3 t

vật liệu E

ủa vỏ hype

N 2615-9058;

 2 k
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; e-ISSN 273

k
NSA  

phần này 
ử ES-MITC
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ược chọn 
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2N/m ,  0 
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34-9489 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

kết quả 
C3 [12], 
h một số 

uất khi  

miền làm 

0,9   

nh học 

và một 

Hình 4. 

0,3. 

Hình 4. Hình học và điều kiện biên của vỏ
hyperbolic paraboloid

Kết cấu vỏ dạng hyperbolic paraboloid [21]
có phương trình hình học Z = X2 − Y2, X ∈

[−0,5; 0,5] m và Y ∈ [−0,5; 0,5] m, liên kết một
đầu ngàm và một đầu tự do, và chịu trọng lượng
bản thân q = 8000 N/m3 theo phương Z như
Hình 4. Vỏ có chiều dày h = 0,001 m, và các đặc
trưng vật liệu E = 2 × 1011N/m2, ν = 0,3.

Vỏ được mô hình bằng các lưới NX × NY × 2
với NX = NY = 8, 12, 16, 20 và 24 là số phần tử
trên các cạnh theo phương X và phương Y . Với các
lưới phần tử NX = NY = 16, 20 và 24, chuyển vị
thẳng tại điểm C của vỏ hyperbolic paraboloid cho
bởi phần tử vỏ phẳng ES+NS-MITC3 với các giá trị của hệ số tỉ lệ β thay đổi từ 0 đến 1 được thể hiện
trong Hình 5. So với kết quả tham khảo 0,0064 m [21], Hình 5 cho thấy với hệ số tỉ lệ β từ 0,7 đến
0,9 phần tử đề xuất cho kết quả tốt nhất cho cả 3 loại lưới khảo sát NX = NY = 16, 20 và 24. Khảo sát
tương tự với hệ số tỉ lệ β từ 0,7 đến 0,9 cho các ví dụ khác trong nghiên cứu này cho thấy với hệ số tỉ
lệ β = 0,9 phần tử vỏ phẳng ES+NS-MITC3 cho các kết quả gần với các lời giải tham khảo nhất. Vì
vậy, hệ số tỉ lệ β = 0,9 được chọn để tính toán chuyển vị bằng phần tử đề xuất cho các ví dụ số trong
bài báo.

Kết quả chuyển vị theo phương Z tại điểm C (X = 0,5 m; Y = 0 m) tính bằng phần tử ES+NS-
MITC3, các phần tử khác và lời giải tham khảo [21] được trình bày trong Bảng 1.
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Bảng 2. Kết quả chuyển vị thẳng (m) tại điểm C của vỏ hyperbolic paraboloid mô hình bằng lưới 8×8×2 với
các sơ đồ đánh số nút phần tử khác nhau

Loại phần tử
Sơ đồ đánh số nút phần tử

(a) (b) (c)

ES+NS-DSG3 0,0075 0,0072 0,0076
ES+NS-MITC3 0,0066 0,0066 0,0066

Để kiểm tra khả năng tính toán của phần tử ES+NS-MITC3 không phụ thuộc vào thứ tự đánh số
nút, kết cấu vỏ hyperbolic paraboloid được đánh số nút theo 3 sơ đồ khác nhau với lưới 8×8×2 phần
tử như Hình 6. Giá trị chuyển vị tại điểm C tính bởi phần tử ES+NS-MITC3 ở cả 3 trường hợp đánh
số nút phần tử khác nhau được so sánh với phần tử ES+NS-DSG3 ở Bảng 2. Bảng 2 cho thấy kết quả
tính toán bằng phần tử vỏ phẳng ES+NS-MITC3 không phụ thuộc vào thứ tự đánh số nút phần tử.
Ngược lại, phần tử vỏ phẳng ES+NS-DSG3 cho kết quả tính toán phụ thuộc vào cách đánh số phần tử
vì kỹ thuật khử khóa cắt DSG3 không có tính đẳng không gian.

3.2. Vỏ trụ chịu tải trọng tập trung

Vỏ trụ có bán kính R = 300 m, dài L = 600 m và dày h = 3 m ở Hình 7(a) chịu tải trọng tập trung P
= 1 kN. Vỏ chịu liên kết màng ngăn cứng ở 2 đầu (U = W = 0) . Vật liệu làm vỏ có E = 3×106 kN/m2

và ν = 0,3 [22].
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Do tính chất đối xứng, chỉ 1/8 vỏ được rời rạc bằng các lưới 8×8×2, 12×12×2, 16×16×2, 20×20×2
và 24×24×2, tương đương 128, 288, 512, 800 và 1152 phần tử. Hình 7(b) minh họa trường hợp lưới
8×8×2 phần tử. Chuyển vị theo phương và tại vị trí đặt lực tập trung của vỏ trụ khi phân tích bằng
phần tử vỏ phẳng ES+NS-MITC3 sử dụng lưới có số phần tử tăng dần được thể hiện trong Hình 8.
Kết quả chuyển vị ở Hình 8 cho thấy phần tử đề xuất ES+NS-MITC3 hội tụ đến lời giải tham khảo
1,8248×10−5 m [22] khi lưới phần tử mịn dần và có độ chính xác tốt hơn phần tử ES+NS-DSG3.
Trong ví dụ này, phần tử đề xuất có đường hội tụ của chuyển vị cũng nằm giữa so với kết quả cho bởi
phần tử ES-MITC3 nằm dưới và phần tử NS-MITC3 nằm trên.
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Hình 8. Chuyển vị tại vị trí đặt lực tập trung của vỏ trụ được xác định bằng phần tử vỏ phẳng ES+NS-MITC3
và các phần tử tham khảo ứng với số phần tử tăng dần

3.3. Vỏ panel cầu chịu tải trọng tập trung

Vỏ panel cầu liên kết tựa đơn 4 cạnh và chịu tải trọng tập trung P = 454 N như Hình 9(a). Các
thông số hình học và vật liệu của vỏ panel như sau: chiều dài L = 0,4 m, bán kính 2 phương R = 2,4
m, chiều dày h = 2,54 mm, mô-đun đàn hồi E = 703,7 × 1010 N/m2 và hệ số Poisson ν = 0,3 [23].
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tính chuyển vị và sai số tương đối của chuyển vị so với giá trị tham khảo 1,0×10−5 m [23] khi vỏ cầu
panel được rời rạc bằng lưới mịn dần từ 8×8×2, 12×12×2, 16×16×2, 20×20×2 đến 24×24×2 phần
tử. Hình 9(b) minh họa lưới 8×8×2 phần tử tam giác 3 nút. Kết quả chuyển vị thẳng tại điểm đặt lực
cho bởi phần tử ES+NS-MITC3 và các phần tử khác ứng với các lưới khác nhau được trình bày trong
Bảng 3.

Bảng 3. Kết quả chuyển vị thẳng (×10−5 m) tại điểm đặt lực của vỏ panel cầu
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ES+NS-MITC3 0,9559 0,9873 0,9967 0,9999 1,0010
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Hình 10. Độ chính xác và tốc độ hội tụ của chuyển vị tại vị trí đặt lực tập trung của vỏ cầu panel
cho bởi bằng phần tử ES+NS-MITC3 và các phần tử tham khảo

Hình 10 biểu diễn quan hệ giữa sai số tương đối của chuyển vị thẳng tại điểm đặt lực tập trung
và chiều dài cạnh phần tử trong hệ tọa độ logarit được xác định bằng các phần tử ES-NS-MITC3,
ES-MITC3, NS-MITC3 và ES+NS-DSG3. Nhờ phương pháp làm trơn biến dạng kết hợp trên cạnh
và nút, trong trường hợp này, phần tử ES+NS-MITC3 có tốc độ hội tụ và độ chính xác tốt hơn phần
tử chỉ sử dụng phương pháp làm trơn trên cạnh hoặc trên nút như ES-MITC3 hoặc NS-MITC3. Cùng
phương pháp làm trơn kết hợp nhưng phần tử đề xuất sử dụng kỹ thuật khử khóa cắt MITC3 có độ
chính xác và tốc độ hội tụ vượt trội phần tử ES+NS-DSG3.
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4. Kết luận

Trong bài báo này, phần tử vỏ phẳng tam giác 3 nút ES+NS-MITC3 đã được phát triển để phân
tích tĩnh kết cấu vỏ đồng nhất. Công thức PTHH của phần tử đề xuất được thiết lập dựa trên lý thuyết
biến dạng cắt bậc nhất của Reissner-Mindlin và hàm xấp xỉ chuyển vị tuyến tính dạng C0. Kỹ thuật
khử khóa cắt MITC3 với ưu điểm không phụ thuộc vào thứ tự đánh số nút phần tử được sử dụng để
xấp xỉ lại biến dạng cắt ngoài mặt phẳng. Các biến dạng của phần tử ES+NS-MITC3 được làm trơn
trên miền kết hợp giữa các phần tử chung cạnh và chung nút.

Kết quả phân tích chuyển vị của một vài kết cấu vỏ cong theo 1 hoặc 2 phương chịu tải tập trung
và phân bố điển hình cho thấy phần tử được làm trơn trên cạnh (ES) tiếp cận lời giải tham khảo từ dưới
lên, ngược lại phần tử được làm trơn trên nút (NS) tiếp cận lời giải tham khảo từ trên xuống. Bằng
cách kết hợp cả 2 phương pháp làm trơn biến dạng trên cạnh và nút thông qua hệ số tỉ lệ β ∈ [0, 1],
phần tử ES+NS-MITC3 cho kết quả nằm giữa kết quả phần tử ES-MITC3 và NS-MITC3. Vì vậy,
phần tử ES+NS-MITC3 có độ chính xác và hội tụ cao hơn phần tử ES-MITC3 và NS-MITC3 trong
các ví dụ khảo sát. Ngoài ra, nhờ kỹ thuật khử khóa cắt MITC3, phần tử ES+NS-MITC3 cũng cho kết
quả tốt hơn phần tử ES+NS-DSG3.

Phần tử đề xuất có thể ứng dụng để tính toán dao động và ổn định cũng như phát triển để phân
tích các kết cấu vỏ không đồng nhất. Phần tử ES+NS-MITC3 có độ cứng được hiệu chỉnh thông qua
hệ số tỉ lệ β ∈ [0, 1] nên dự báo sẽ cải thiện được độ chính xác khi phân tích dao động và ổn định các
kết cấu vỏ đồng nhất và không đồng nhất so với các phần tử ES-MITC3 và NS-MITC3.
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