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Tóm tắt

Bài báo này đề xuất một lý thuyết biến dạng cắt bậc cao hai biến để phân tích ứng xử tĩnh của dầm composite.
Trường chuyển vị của bài toán được rút gọn từ lý thuyết biến dạng cắt bậc cao ba biến bằng cách sử dụng
phương trình cân bằng tĩnh học. Phương trình chủ đạo được thành lập từ phương trình Lagrange. Lời giải Ritz,
với hàm xấp xỉ là hàm số mũ cơ số Napier, phù hợp với các điều kiện biên khác nhau được đề xuất để giải bài
toán. Sự hiệu quả của trường chuyển vị đề xuất và hàm xấp xỉ Ritz mới được phân tích, đánh giá. Các ví dụ số
được thực hiện để khảo sát độ hội tụ của lời giải và so sánh với các nghiên cứu trước. Ảnh hưởng của điều kiện
biên, hướng sợi, tỷ số chiều dài/chiều cao dầm, đặc biệt là biến dạng cắt đến chuyển vị và ứng suất của dầm
composite lớp được khảo sát và bình luận chi tiết.

Từ khoá: dầm composite; lý thuyết biến dạng cắt bậc cao; phương pháp Ritz; phân tích tĩnh; rút gọn trường
chuyển vị.

BENDING ANALYSIS OF COMPOSITE BEAM USING A TWO-VARIABLE HIGH ORDER BEAM
THEORY

Abstract

This paper proposes a two-variable higher-order beam theory for static analysis of laminated composite beams.
The displacement fields are refined from general higher-order beam theory by using static equilibrium equa-
tions. The governing equations are established from the Lagrange equations. The Ritz’s approximation func-
tions, which so called Napier’s exponential functions, are developed for various boundary conditions. The effec-
tiveness of the proposed displacement field and new Ritz’s approximation function are analyzed and evaluated.
The numerical examples are performed to examine the convergence of solution, and compare with available
results. Effects of boundary conditions, fiber orientation, length-to-height ratio and especially shear effect on
displacement and stress of laminated composite beams are investigated and discussed in detail.

Keywords: composite beam; high-order beam theory; Ritz method; static analysis; refine beam theory.
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1. Giới thiệu

Composite là vật liệu hỗn hợp, được tạo thành từ hai hay nhiều vật liệu thành phần. Các ưu điểm
nổi bật của vật liệu composite là cường độ cao, trọng lượng nhẹ, cách âm, cách nhiệt và chống ăn mòn
tốt. Nhờ các đặc điểm ưu việt trên, vật liệu composite được sử dụng trong nhiều ngành kỹ thuật như
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xây dựng, giao thông, hàng không, tàu thủy. . . Trong các dạng kết cấu composite được ứng dụng thực
tiễn, dầm composite khá phổ biến và thu hút sự quan tâm của nhiều nhà khoa học. Nhiều lý thuyết,
phương pháp tính toán, quy luật ứng xử được đề xuất nhằm phân tích ứng xử dầm [1, 2].

Lý thuyết dầm có thể chia vào ba nhóm chính: lý thuyết cổ điển (LTCĐ) [3], lý thuyết bậc nhất
(LTBN) [4, 5] và lý thuyết bậc cao (LTBC) [6–10]. LTCĐ bỏ qua biến dạng cắt, vì vậy, chỉ áp dụng
phù hợp cho các dầm mảnh. LTBN kể đến biến dạng cắt, tuy nhiên, lý thuyết này cần hệ số điều chỉnh
cắt. Trong trường hợp tổng quát, việc xác định hệ số điều chỉnh cắt rất phức tạp. Để khắc phục nhược
điểm này, các nhà khoa học phát triển các LTBC. Khi đề xuất các LTBC, một trong các ý tưởng để
giảm chi phí tính toán là giảm biến số trong trường chuyển vị của bài toán. Thái, và cs. [11] đã đề
xuất lý thuyết biến dạng cắt một biến để phân tích tĩnh và dao động tự do dầm vật liệu đẳng hướng
kích thước vi mô. Shimpi [12] phân tích tĩnh và dao động của dầm đẳng hướng bằng lý thuyết dầm
một biến và giải bằng tích phân trực tiếp. Nguyễn, và cs. [13] đã giới thiệu lý thuyết ba biến phân tích
tĩnh tấm vật liệu phân lớp chức năng (FGM). Ngoài ra, Thái, và cs. [14] đã phân tích tĩnh và dao động
tự do của tấm vật liệu đẳng hướng dựa vào lý thuyết biến dạng cắt bậc cao đơn giản và giải bài toán
bằng Navier và Levy. Có thể thấy rằng, hướng tiếp cận này chưa được sử dụng phổ biến khi phân tích
ứng xử của dầm vật liệu composite.

Về phương pháp, phần tử hữu hạn được sử dụng phổ biến nhất [6, 15, 16]. Bên cạnh đó, các
phương pháp giải tích cũng được các nhà khoa học quan tâm. Zenkour [17] sử dụng lời giải Navier để
phân tích dầm composite và sandwich chịu uốn ngang. Aydogdu [18, 19] sử dụng phương pháp Ritz
để phân tích dao động tự do và ổn định dầm composite. Mantari, và cs. [20] phân tích ổn định và dao
động tự do của dầm composite theo phương pháp Ritz với các điều kiện biên khác nhau. Nguyễn, và
cs. [21] đề xuất các hàm Ritz dạng lượng giác để giải bài toán tĩnh, dao động tự do và ổn định của
dầm composite nhiều lớp. Ngoài ra, Nguyễn, và cs. [22] đề xuất các hàm “Hybrid” dạng mũ và đa
thức để phân tích dao động và ổn định của dầm composite chịu tải trọng cơ nhiệt. Có thể thấy rằng,
sự hiệu quả của lời giải Ritz phụ thuộc vào đặc điểm của hàm dạng và lời giải này ít được sử dụng khi
phân tích tĩnh dầm composite.

Mục tiêu của bài báo này là đề xuất (i) lý thuyết biến dạng cắt bậc cao hai biến và (ii) hàm xấp xỉ
mới dạng hàm số mũ cơ số Napier để phân tích tĩnh dầm composite. Trường chuyển vị hai biến được
rút gọn từ trường chuyển vị bậc cao ba biến bằng cách sử dụng phương trình cân bằng tĩnh học. Quan
hệ ứng suất-biến dạng tuân thủ định luật Hooke cho vật liệu composite. Phương trình chủ đạo rút ra
từ nguyên lý Lagrange. Các hàm xấp xỉ dạng mũ Napier được đề xuất để xấp xỉ trường chuyển vị. Các
ví dụ số được thực hiện và so sánh với các nghiên cứu trước để chứng minh sự chính xác của lý thuyết
đề xuất. Các ảnh hưởng của tỷ số nhịp/chiều cao, điều kiện biên, hướng sợi đến chuyển vị của dầm
được khảo sát chi tiết.

2. Cơ sở lý thuyết

2.1. Quan hệ ứng suất và biến dạng

Vật liệu composite được nghiên cứu trong bài báo này là vật liệu composite nhiều lớp, mỗi lớp là
vật liệu trực hướng và có hướng sợi khác nhau. Quan hệ ứng suất và biến dạng tại lớp thứ kth trên hệ
tọa độ tổng thể có dạng như sau: σ(k)

x

σ(k)
xz

 =

 Q̄ (k)
11 0

0 Q̄ (k)
55

  ε(k)
x

γ(k)
xz

 (1)
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trong đó Q̄(k)
11 ; Q̄(k)

55 là các hằng số độ cứng giảm của lớp thứ kth trên hệ tọa độ tổng thể, được cho bởi
công thức sau:

Q̄(k)
11 = Q(k)

11 cos4θ + 2(Q(k)
12 + 2Q(k)

66 )sin2θcos2θ + Q(k)
22 sin4θ (2)

Q̄(k)
55 = Q(k)

55 cos2θ + Q(k)
44 sin2θ (3)

trong đó θ là góc hợp bởi hướng sợi của lớp kth và trục x:

Q(k)
11 =

E(k)
1

1 − ν(k)
12 ν

(k)
21

,Q(k)
12 =

ν(k)
12 E(k)

2

1 − ν(k)
12 ν

(k)
21

,Q(k)
22 =

E(k)
2

1 − ν(k)
12 ν

(k)
21

(4)

Q(k)
44 = G(k)

23 ,Q
(k)
55 = G(k)

13 ,Q
(k)
66 = G(k)

12 (5)

2.2. Trường chuyển vị

Trường chuyển vị của lý thuyết biến dạng cắt bậc cao (LTBC) theo Thai [14]:

u(x, z) = u0(x) − zwb,x(x) + g(z)ws,x(x) (6)

w(x, z) = wb(x) + ws(x) (7)

trong đó g(z) =
z
4
−

(
5z3

3h2

)
, u0(x) là chuyển vị tại điểm trên trục trung hòa theo phương trục dầm,

wb(x) và ws(x) lần lượt là chuyển vị ngang tại điểm trên trục trung hòa do biến dạng uốn và cắt gây ra.
Phương trình biến dạng:

εx = u,x = u0,x − zwb,xx + gws,xx (8)

γxz = u,z + w,x = −wb,x + g,zws,x + wb,x + ws,x = (1 + g,z)ws,x (9)

Phương trình cân bằng tĩnh của dầm:

σxx,x + σxz,z = 0 (10)

Tích phân hai vế phương trình (10) theo z ∈ [−h/2; h/2] và kết hợp với phương trình (1) với lưu ý

σxz

∣∣∣∣∣∣z = h/2

z = −h/2
= 0, ta thu được:

Nxx,x =

∫ h/2

−h/2
σxx,xdz =A1u0,xx − A2wb,xxx + A3ws,xxx = 0 (11)

trong đó:

(A1, A2, A3) =

n∑
k=1

∫ zk+1

zk

Q̄(k)
11 (1, z, g)dz (12)

Tích phân hai vế phương trình (11) theo x thu được:

Nxx = A1u0,x − A2wb,xx + A3ws,xx = C (13)

trong đó C là hằng số tích phân. Do bài báo chỉ phân tích tĩnh dầm chịu tải ngang nên Nxx = C = 0
[12].
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Tích phân hai vế phương trình (13) thu được:

A1u0 − A2wb,x + A3ws,x = C1 (14)

Phương trình (14) được viết lại :

u0 =
A2

A1
wb,x −

A3

A1
ws,x +

C1

A1
(15)

Thay phương trình (15) vào phương trình (6), ta thu được trường chuyển vị mới:

u(x, z) = (
A2

A1
− z)wb,x + (g −

A3

A1
)ws,x +

C1

A1
(16)

w(x, z) = wb(x) + ws(x) (17)

Thay phương trình (16) và (17) vào phương trình (8) và (9) thu được trường biến dạng mới:

εx = (
A2

A1
− z)wb,xx + (g −

A3

A1
)ws,xx (18)

γxz = (1 + g,z)ws,x (19)

2.3. Các biểu thức năng lượng

Năng lượng biến dạng của hệ:

U =
1
2

∫
V

(σxxεx + σxzγxz) dV =
1
2

∫ L

0

(
B1w2

b,xx + 2B2wb,xxws,xx + B3w2
s,xx + Dw2

s,x

)
dx (20)

trong đó:

(B1; B2; B3) =

n∑
k=1

∫ zk+1

zk

Q̄(k)
11

(A2

A1
− z

)2

;
(

A2

A1
− z

) (
g −

A3

A1

)2

;
(
g −

A3

A1

) bdz (21)

D =

n∑
k=1

Q̄(k)
55 (1 + g,z)2bdz (22)

Công của tải trọng ngoài:

V = −

∫ L

0
q(wb + ws)dx (23)

trong đó q là tải trọng phân bố đều trên dầm.
Tổng năng lượng của hệ:

Π = U + V =
1
2

∫ L

0

(
B1w2

b,xx + 2B2wb,xxws,xx + B3w2
s,xx + Dw2

s,x

)
dx −

∫ L

0
q(wb + ws)dx (24)
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2.4. Phương pháp Ritz

Sử dụng phương pháp Ritz, trường chuyển vị được xấp xỉ như sau:

wb(x) =

N∑
j=1

ϕ j(x)wb j (25)

ws(x) =

N∑
j=1

ϕ j(x)ws j (26)

trong đó wb j,ws j là các thông số cần xác định; ϕ j(x) là hàm xấp xỉ thỏa các điều kiện biên khác nhau
như biên tựa đơn (S), biên ngàm (C) và biên tự do (F) được cho trong (Bảng 1). Theo nghiên cứu [23],
hàm ϕ j(x) là hàm kết hợp giữa đa thức khóa biên và hàm số mũ cơ số Napier. Tuy nhiên, trong bài báo
này có sự cải tiến bỏ qua hàm đa thức, chỉ sử dụng thuần túy hàm số mũ cơ số Napier đem lại nhiều
lợi ích cho tốc độ hội tụ của bài toán. Có thể thấy rằng, phương pháp Ritz dựa vào nguyên lý biến
phân về chuyển vị. Theo nguyên lý này, trường chuyển vị thỏa mãn các điều kiện biên chính và làm
cho năng lượng của cơ hệ đạt giá trị dừng sẽ chính là trường chuyển vị thực và làm thỏa các phương
trình cân bằng [24]. Trong bài báo này, trường chuyển vị của bài toán được biểu diễn gần đúng như tổ
hợp tuyến tính của các hàm xấp xỉ. Tương tự các nghiên cứu trước [18, 19, 23], các hàm xấp xỉ được
đề xuất trong nghiên cứu này thỏa các điều kiện biên chính của bài toán (Bảng 1). Trong trường hợp,
hàm xấp xỉ không thỏa các điều kiện biên thì phương pháp nhân tử Lagrange [25, 26] hoặc hàm phạt
[20] được sử dụng, mặc dù vậy, hướng tiếp cận này làm tăng chi phí tính toán.

Bảng 1. Hàm xấp xỉ và điều kiện biên (ĐKB) của dầm

ĐKB ϕ j(x) x = 0 x = L

SS
(
e−

jx
L − 1

) (
e

jx
L − e j

)
ws = 0; wb = 0 ws = 0; wb = 0

CF
(
e−

jx
L − 1

)2 u = 0; ws = 0; wb = 0;

ws,x = 0; wb,x = 0
-

CC
(
e−

jx
L − 1

)2(
e

jx
L − e j

)2 u = 0; ws = 0; wb = 0;

ws,x = 0; wb,x = 0

u = 0; ws = 0; wb = 0;

ws,x = 0; wb,x = 0

Thay phương trình (25) và (26) vào phương trình (24) và sử dụng nguyên lý Lagrange:

∂Π

∂p j
= 0 (27)

trong đó: p j tương ứng với các biến số ws j,wb j. Phương trình chủ đạo của bài toán phân tích tĩnh dầm
composite được rút ra từ phương trình (27) có dạng như sau:[

K11 K12

TK12 K22

] (
wsj
wbj

)
=

(
Fj
Fj

)
(28)

trong đó Kvà F lần lượt là ma trận độ cứng và véc tơ tải trọng, với các hệ số như sau:

K11
i j = B1I1

i j; K12
i j = B2I2

i j; K22
i j = B3I1

i j + DI2
i j; F j =

∫ L

0
qϕ jdx (29)
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I1
i j =

∫ L

0
ϕi,xxϕ j,xxdx; I2

i j =

∫ L

0
ϕi,xϕ j,xdx (30)

Từ các phương trình (28), (29) và (30) có thể thấy rằng: trường chuyển vị rút gọn thu được phương
trình chủ đạo với ít biến số hơn trường chuyển vị ban đầu và số lần tính toán cho ma trận K giảm vì
chỉ tính 2 j lần các tích phân ở phương trình (30). Trong khi đó nếu sử dụng trường chuyển vị ba biến
như nghiên cứu của Nguyễn và cs. [21] thì số lần tính tích phân là 3 j. Để giải phương trình (28), bài
báo này sử dụng phần mềm Matlab để lập trình tính toán ma trận độ cứng K, vectơ tải F.

3. Kết quả số

Trong phần này, các ví dụ số sẽ được thực hiện để khảo sát sự hội tụ và độ chính xác của lời giải.
Vật liệu được sử dụng có đặt trưng như sau: E1/E2 = 25; G12 = G13 = 0.5E2; G23 = 0.2E2; ν12 =

0.25. Kích thước hình học của dầm được thể hiện qua Hình 1. Để thuận tiện cho việc khảo sát, các
biểu thức không thứ nguyên được định nghĩa như sau:

w̄ =
100wE2bh3

qL4 ; σ̄xx =
bh2

qL2σxx(
L
2
,

h
2

); σ̄xz =
bh
qL
σxz(0, 0) (31)
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Từ các phương trình (28), (29) và (30) có thể thấy rằng: trường chuyển vị rút gọn thu 
được phương trình chủ đạo với ít biến số hơn trường chuyển vị ban đầu và số lần tính 
toán cho ma trận K  giảm vì chỉ tính  2 j  lần các tích phân ở phương trình (30). Trong 
khi đó nếu sử dụng trường chuyển vị ba biến như nghiên cứu của Nguyễn và cộng sự 
[21] thì số lần tính tích phân là 3 j . Để giải phương trình (28), bài báo này sử dụng 
phần mềm Matlab để lập trình tính toán ma trận độ cứng K, vectơ tải F. 

3. Kết quả số 
Trong phần này, các ví dụ số sẽ được thực hiện để khảo sát sự hội tụ và độ chính xác 
của lời giải. Vật liệu được sử dụng có đặt trưng như sau: 

1 2 12 13 2 23 2 12/ 25; 0.5 ; 0.2 ; 0.25E E G G E G E Q     . Kích thước hình học của dầm được 
thể hiện qua Hình 1. Để thuận tiện cho việc khảo sát, các biểu thức không thứ nguyên 
được định nghĩa như sau: 

 
3

2
4

100wE bhw
qL

  ; 
2

2 ( , )
2 2xx xx

bh L h
qL

V V  ; (0,0)xz xz
bh
qL

V V   (31) 

 
Hình 1. Kích thước hình học của dầm composite 

3.1 Khảo sát sự hội tụ 
Kết quả khảo sát số bước lặp khi tìm chuyển vị giữa nhịp w  của dầm composite 

0 0(0 / 90 )  và / 5L h   được trình bày trong Bảng 2. Có thể thấy rằng: với điều kiện biên 
SS bài toán hội tụ khi 4j  , với điều kiện biên CF bài toán hội tụ khi 10j   và với 
điều kiện biên CC bài toán hội tụ khi 6j  . Vì vậy, các chuỗi số này sẽ được sử dụng 
để biểu diễn kết quả trong bài báo này. 
Bảng 2. Khảo sát  số bước lặp của hàm xấp xỉ Ritz 

ĐKB Chỉ số j  trong phương trình (25) và (26) 

2 4 6 8 10 12 14 

Hình 1. Kích thước hình học của dầm composite

3.1. Khảo sát sự hội tụ

Kết quả khảo sát số bước lặp khi tìm chuyển vị giữa nhịp w̄ của dầm composite (00/900) và
L/h = 5 được trình bày trong Bảng 2. Có thể thấy rằng: với điều kiện biên SS bài toán hội tụ khi
j = 4, với điều kiện biên CF bài toán hội tụ khi j = 10 và với điều kiện biên CC bài toán hội tụ khi
j = 6. Vì vậy, các chuỗi số này sẽ được sử dụng để biểu diễn kết quả trong bài báo này.

Từ kết quả khảo sát ở Bảng 3, có thể thấy rằng hàm xấp xỉ Ritz trong bài báo này cho kết quả hội
tụ nhanh, với số bước lặp ít hơn hàm xấp xỉ Ritz trong nghiên cứu [21]. Do đó, chi phí tính toán của
sẽ giảm đáng kể.
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Bảng 2. Khảo sát số bước lặp của hàm xấp xỉ Ritz

ĐKB
Chỉ số j trong phương trình (25) và (26)

2 4 6 8 10 12 14

SS 4,776 4,777 4,777 4,777 4,777 4,777 4,777
CF 15,034 15,201 15,286 15,277 15,279 15,279 15,279
CC 1,876 1,92 1,922 1,922 1,922 1,922 1,922

Bảng 3. So sánh kết quả khảo sát số bước lặp

Nghiên cứu
Chỉ số j trong phương trình (25) và (26) ứng với các ĐKB

SS CF CC

Bài báo 4 10 6
Nguyễn và cs. [21] 14 14 14

3.2. Các ví dụ số

Ví dụ 1: Trong ví dụ này, chuyển vị ngang không thứ nguyên dầm phân lớp (00/900) và (00/900/00)
được trình bày và so sánh với kết quả trong các nghiên cứu trước.

Bảng 4 và 5 cho thấy rằng: lý thuyết biến dạng cắt bậc cao được đề xuất trong bài báo này cho
chuyển vị giữa nhịp dầm hoàn toàn chính xác với kết quả của các nghiên cứu [6], [10], [15], [21].

Kết quả phân tích ứng suất pháp σxx và ứng suất cắt σxz của dầm SS (00/900) và (00/900/00)
được trình bày trong Bảng 6 và 7. Có thể thấy rằng, kết quả trong bài báo này hoàn toàn trùng khớp
với kết quả của các nghiên cứu [6], [21].

Bảng 4. Chuyển vị không thứ nguyên giữa nhịp dầm (00/900)

ĐKB Lý thuyết
L/h

5 10 20 30 50

SS Bài báo 4,777 3,688 3,413 3,362 3,336
Nguyễn và cs. [21] 4,777 3,688 3,413 3,362 3,336

Khdier và Reddy [10] 4,777 3,668 - - 3,336
Võ và Thái [6] 4,785 3,696 3,421 - 3,344

Murthy và cs. [15] 4,750 3,688 - - 3,318

CF Bài báo 15,279 12,343 11,562 11,414 11,337
Nguyễn và cs. [21] 15,260 12,330 11,556 11,410 11,335

Khdier và Reddy [10] 15,279 12,343 - - 11,337
Võ và Thái [6] 15,305 12,369 11,588 - 11,363

Murthy và cs. [15] 15,334 12,398 - - 11,392

CC Bài báo 1,922 1,006 0,753 0,704 0,679
Nguyễn và cs. [21] 1,920 1,004 0,752 0,704 0,679

Khdier và Reddy [10] 1,922 1,005 - - 0,679
Murthy và cs. [15] 1,924 1,007 - - 0,681
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Bảng 5. Chuyển vị không thứ nguyên giữa nhịp dầm (00/900/00)

ĐKB Lý thuyết
L/h

5 10 20 30 50

SS Bài báo 2,413 1,097 0,759 0,697 0,665
Nguyễn và cs. [21] 2,412 1,096 0,759 0,697 0,665

Khdier và Reddy [10] 2,412 1,096 - - 0,665
Võ và Thái [6] 2,414 1,098 0,761 - 0,666

Murthy và cs. [15] 2,398 1,090 - - 0,661

CF Bài báo 6,824 3,455 2,525 2,345 2,251
Nguyễn và cs. [21] 6,813 3,447 2,520 2,342 2,250

Khdier và Reddy [10] 6,824 3,455 - - 2,251
Võ và Thái [6] 6,830 3,461 2,530 - 2,257

Murthy và cs. [15] 6,836 3,466 - - 2,262

CC Bài báo 1,537 0,532 0,236 0,178 0,147
Nguyễn và cs. [21] 1,536 0,531 0,236 0,177 0,147

Khdier và Reddy [10] 1,537 0,532 - - 0,147
Murthy và cs. [15] 1,538 0,532 - - 0,147

Bảng 6. Ứng suất pháp σxx của dầm (00/900) và (00/900/00)

θ Lý thuyết
L/h

5 10 20 30 50

00/900/00 Bài báo 1,0694 0,8512 0,7959 0,7857 0,7806
Nguyễn và cs. [21] 1,0696 0,8516 0,7965 - -

Võ và Thái [6] 1,0670 0,8503 0,7961 - -

00/900 Bài báo 0,2362 0,2342 0,2338 0,2337 0,2336
Nguyễn và cs. [21] 0,2362 0,2343 0,2338 - -

Võ và Thái [6] 0,2361 0,2342 0,2337 - -

Bảng 7. Ứng suất pháp σxz của dầm (00/900) và (00/900/00)

θ Lý thuyết
L/h

5 10 20 30 50

00/900/00 Bài báo 0,4057 0,4319 0,4467 0,4514 0,4545
Nguyễn và cs. [21] 0,4050 0,4289 0,4388 - -

Võ và Thái [6] 0,4057 0,4311 0,4438 - -

00/900 Bài báo 0,9212 0,9611 0,9819 0,9874 0,9905
Nguyễn và cs. [21] 0,9174 0,9483 0,9594 - -

Võ và Thái [6] 0,9187 0,9484 0,9425 - -
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Hình 2 biểu diễn ảnh hưởng của hướng sợi đến chuyển vị không thứ nguyên giữa nhịp dầm ứng
với các điều kiện biên khác nhau và L/h = 10. Có thể thấy rằng, chuyển vị của dầm tăng khi hướng sợi
tăng với tất cả các ĐKB. Điều này là hợp lý vì hướng sợi tăng làm giảm độ cứng của dầm composite.
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T  Lý thuyết 
/L h   

5 10 20 30 50 
0 0 00 / 90 / 0   Bài báo 0,4057 0,4319 0,4467 0,4514 0,4545 

Nguyễn và cộng sự [21] 0,4050 0,4289 0,4388 - - 

Võ và Thái [6] 0,4057 0,4311 0,4438 - - 
0 00 / 90  Bài báo 0,9212 0,9611 0,9819 0,9874 0,9905 

Nguyễn và cộng sự [21] 0,9174 0,9483 0,9594 - - 

 Võ và Thái [6] 0,9187 0,9484 0,9425 - - 

Kết quả phân tích ứng suất pháp xxV  và ứng suất cắt xzV  của dầm SS 0 0(0 / 90 )  và 
0 0 0(0 / 90 / 0 )  được trình bày trong Bảng 6 và Bảng 7. Có thể thấy rằng, kết quả trong 

bài báo này hoàn toàn trùng khớp với kết quả của các nghiên cứu [6], [21]. 
Hình 2 biểu diễn ảnh hưởng của hướng sợi đến chuyển vị không thứ nguyên giữa nhịp 
dầm ứng với các điều kiện biên khác nhau và / 10L h  . Có thể thấy rằng, chuyển vị 
của dầm tăng khi hướng sợi tăng với tất cả các ĐKB. Điều này là hợp lý vì hướng sợi 
tăng làm giảm độ cứng của dầm composite.  

 
Hình 2. Ảnh hưởng của hướng sợi đến chuyển vị không thứ nguyên giữa nhịp dầm 
phân lớp đối xứng [ / ]sT T�  
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Hình 2. Ảnh hưởng của hướng sợi đến chuyển vị không thứ nguyên giữa nhịp dầm phân lớp đối xứng [θ/ − θ]s
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Hình 3. Biểu đồ phân bố ứng suất pháp dọc chiều cao của dầm tựa đơn 

 
Hình 4. Biểu đồ phân bố ứng suất tiếp dọc chiều cao của dầm tựa đơn 

Sự phân bố ứng suất pháp dọc chiều cao dầm tại vị trí / 2x L  của dầm 
0 0 00 / 90 / 0  và 0 00 / 90 được trình bày lần lượt ở hình Hình 3(a) và Hình 3(b).  Sự phân 

bố ứng suất tiếp dọc chiều cao dầm tại vị trí 0x   của dầm 0 0 00 / 90 / 0  và 0 00 / 90 được 
trình bày lần lượt ở hình Hình 4(a) và Hình 4(b). Có thể thấy rằng, ứng suất cắt bằng 
không tại biên trên và biên dưới dầm.  
Ví dụ 2: Trong ví dụ này sẽ trình bày sự ảnh hưởng của các chuyển vị không thứ 
nguyên ,b sw w  đến tổng chuyển vị w  tại giữa nhịp dầm phân lớp 0 0 0(0 / 90 / 0 )  ứng với 
các điều kiện biên khác nhau. 

Các chuyển vị không thứ nguyên , ,b sw w w  dọc chiều dài dầm composite ĐKB 
SS và CC được thể hiện lần lượt ở các Hình 5(a) và Hình 5(b).  Kết quả cho thấy rằng, 
chuyển vị sw  đóng vai trò quan trọng trong tổng chuyển vị của dầm. Mặt khác, Hình 
5(b) cho thấy đường cong biểu diễn ,b sw w  gần như tiếp xúc với trục x  tại các vị trí 

0;x x L  , điều này phù hợp với điều kiện (0) 0 0b,x b,xw = ;w (L)=  và 
(0) 0 0s,x s,xw = ;w (L)= của điều kiện biên CC. 
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Hình 4. Biểu đồ phân bố ứng suất tiếp dọc chiều cao của dầm tựa đơn 

Sự phân bố ứng suất pháp dọc chiều cao dầm tại vị trí / 2x L  của dầm 
0 0 00 / 90 / 0  và 0 00 / 90 được trình bày lần lượt ở hình Hình 3(a) và Hình 3(b).  Sự phân 

bố ứng suất tiếp dọc chiều cao dầm tại vị trí 0x   của dầm 0 0 00 / 90 / 0  và 0 00 / 90 được 
trình bày lần lượt ở hình Hình 4(a) và Hình 4(b). Có thể thấy rằng, ứng suất cắt bằng 
không tại biên trên và biên dưới dầm.  
Ví dụ 2: Trong ví dụ này sẽ trình bày sự ảnh hưởng của các chuyển vị không thứ 
nguyên ,b sw w  đến tổng chuyển vị w  tại giữa nhịp dầm phân lớp 0 0 0(0 / 90 / 0 )  ứng với 
các điều kiện biên khác nhau. 

Các chuyển vị không thứ nguyên , ,b sw w w  dọc chiều dài dầm composite ĐKB 
SS và CC được thể hiện lần lượt ở các Hình 5(a) và Hình 5(b).  Kết quả cho thấy rằng, 
chuyển vị sw  đóng vai trò quan trọng trong tổng chuyển vị của dầm. Mặt khác, Hình 
5(b) cho thấy đường cong biểu diễn ,b sw w  gần như tiếp xúc với trục x  tại các vị trí 

0;x x L  , điều này phù hợp với điều kiện (0) 0 0b,x b,xw = ;w (L)=  và 
(0) 0 0s,x s,xw = ;w (L)= của điều kiện biên CC. 
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Hình 3. Biểu đồ phân bố ứng suất pháp dọc chiều cao của dầm tựa đơn

Sự phân bố ứng suất pháp dọc chiều cao dầm tại vị trí x = L/2 của dầm 00/900/00 và 00/900

được trình bày lần lượt ở hình Hình 3(a) và 3(b). Sự phân bố ứng suất tiếp dọc chiều cao dầm tại vị
trí x = 0 của dầm 00/900/00 và 00/900 được trình bày lần lượt ở hình Hình 4(a) và 4(b). Có thể thấy
rằng, ứng suất cắt bằng không tại biên trên và biên dưới dầm.

Ví dụ 2: Trong ví dụ này sẽ trình bày sự ảnh hưởng của các chuyển vị không thứ nguyên w̄b, w̄s

đến tổng chuyển vị w̄ tại giữa nhịp dầm phân lớp (00/900/00) ứng với các điều kiện biên khác nhau.
Các chuyển vị không thứ nguyên w̄b, w̄s, w̄ dọc chiều dài dầm composite ĐKB SS và CC được thể

hiện lần lượt ở các Hình 5(a) và 5(b). Kết quả cho thấy rằng, chuyển vị w̄s đóng vai trò quan trọng
trong tổng chuyển vị của dầm. Mặt khác, Hình 5(b) cho thấy đường cong biểu diễn w̄b, w̄s gần như
tiếp xúc với trục x tại các vị trí x = 0; x = L, điều này phù hợp với điều kiện wb,x(0) = 0; wb,x(L) = 0
và ws,x(0) = 0; ws,x(L) = 0 của điều kiện biên CC.
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trình bày lần lượt ở hình Hình 4(a) và Hình 4(b). Có thể thấy rằng, ứng suất cắt bằng 
không tại biên trên và biên dưới dầm.  
Ví dụ 2: Trong ví dụ này sẽ trình bày sự ảnh hưởng của các chuyển vị không thứ 
nguyên ,b sw w  đến tổng chuyển vị w  tại giữa nhịp dầm phân lớp 0 0 0(0 / 90 / 0 )  ứng với 
các điều kiện biên khác nhau. 

Các chuyển vị không thứ nguyên , ,b sw w w  dọc chiều dài dầm composite ĐKB 
SS và CC được thể hiện lần lượt ở các Hình 5(a) và Hình 5(b).  Kết quả cho thấy rằng, 
chuyển vị sw  đóng vai trò quan trọng trong tổng chuyển vị của dầm. Mặt khác, Hình 
5(b) cho thấy đường cong biểu diễn ,b sw w  gần như tiếp xúc với trục x  tại các vị trí 

0;x x L  , điều này phù hợp với điều kiện (0) 0 0b,x b,xw = ;w (L)=  và 
(0) 0 0s,x s,xw = ;w (L)= của điều kiện biên CC. 
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SS và CC được thể hiện lần lượt ở các Hình 5(a) và Hình 5(b).  Kết quả cho thấy rằng, 
chuyển vị sw  đóng vai trò quan trọng trong tổng chuyển vị của dầm. Mặt khác, Hình 
5(b) cho thấy đường cong biểu diễn ,b sw w  gần như tiếp xúc với trục x  tại các vị trí 

0;x x L  , điều này phù hợp với điều kiện (0) 0 0b,x b,xw = ;w (L)=  và 
(0) 0 0s,x s,xw = ;w (L)= của điều kiện biên CC. 
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Hình 6. Ảnh hưởng của hiệu ứng dầm dày đến chuyển vị không thứ nguyên giữa nhịp 

của dầm tựa đơn. 

0 0.5 1
0

1

2

3
(a)

 x/L

w

 

 

ws
wb
w

0 0.5 1
0

0.5

1

1.5

2
(b)

 x/L

w

 

 

ws
wb
w

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.5

1

1.5

2

2.5

 L/h

w

 

 
ws
wb
w

(a) SS

11 
 

 
                        a. SS                                                                      b. CC 

Hình 5. Chuyển vị không thứ nguyên , ,b sw w w  dọc chiều dài của dầm 
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Hình 5. Chuyển vị không thứ nguyên w̄b, w̄s, w̄ dọc chiều dài của dầm 00/900/00; L/h = 5
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Quan hệ giữa chuyển vị không thứ nguyên giữa nhịp dầm và tỉ số L/h được thể hiện ở Hình 6 và 7.
Các hình này cho thấy rằng: chuyển vị do uốn w̄b hầu như không phụ thuộc vào tỉ số L/h và nó đóng
vai trò quyết định đến chuyển vị w̄ của những dầm mảnh. Tuy nhiên, chuyển vị do cắt w̄s có khuynh
hướng tăng khi dầm càng dày và w̄s đóng vai trò quyết định khi tính toán chuyển vị w̄ của dầm dày.
Mặt khác, đối với dầm tựa đơn (SS) chuyển vị w̄s lớn hơn w̄b khi L ≈ 10h, trong khi đó, đối với dầm
hai đầu ngàm (CC) w̄s vượt w̄b khi L ≈ 18h.
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Hình 7. Ảnh hưởng của hiệu ứng dầm dày đến chuyển vị không thứ nguyên giữa nhịp 

của dầm hai đầu ngàm. 
Quan hệ giữa chuyển vị không thứ nguyên giữa nhịp dầm và tỉ số /L h  được thể hiện ở 
Hình 6 và Hình 7. Các hình này cho thấy rằng: chuyển vị do uốn bw  hầu như không 
phụ thuộc vào tỉ số /L h  và nó đóng vai trò quyết định đến chuyển vị w  của những 
dầm mảnh. Tuy nhiên, chuyển vị do cắt sw  có khuynh hướng tăng khi dầm càng dày 
và sw đóng vai trò quyết định khi tính toán chuyển vị w  của dầm dày. Mặt khác, đối 
với dầm tựa đơn (SS) chuyển vị sw lớn hơn bw  khi 10L h| , trong khi đó, đối với dầm 
hai đầu ngàm (CC) sw vượt bw  khi 18L h| . 
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Hình 7. Ảnh hưởng của hiệu ứng dầm dày đến chuyển vị không thứ nguyên giữa nhịp của dầm hai đầu ngàm.
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Hình 8. Quan hệ giữa tỉ số /sw w  và tỉ số /L h  

Hình 8 thể hiện sự biến thiên của /sw w  theo /L h  của dầm ứng với các điều kiện biên 
khác nhau. Nhìn chung, sw  hầu như ít ảnh hưởng đến tổng chuyển vị w  đối với các 
dầm mỏng. Đối với các điều kiện biên SS, CF thì chuyển vị sw  chiếm khoảng 5%w , 
còn đối với điều kiện biên CC thì sw  chiếm khoảng 10%w . Khi dầm càng dày thì ảnh 
hưởng của sw đến w  càng cao, cụ thể khi / 5, 70%sL h w w |  đối với dầm SS, CF và tỉ 
số này 90%!  đối với dầm CC. Có thể thấy rằng, ảnh hưởng của biến dạng cắt lớn nhất 
với điều kiện biên CC. 

4. Kết luận 
Bài báo này đã trình bày một lý thuyết biến dạng cắt bậc cao hai biến, được thiết 

lập từ trường chuyển vị của lý thuyết biến dạng cắt bậc cao ba biến bằng cách sử dụng 
phương trình cân bằng tĩnh học. Hàm xấp xỉ Ritz dạng hàm số mũ cơ số Napier được 
đề xuất để xấp xỉ trường chuyển vị. Từ các kết quả số về khảo sát số bước lặp, chuyển 
vị không thứ nguyên và ứng suất của dầm composite có thể kết luận rằng: 
- Trường lý thuyết đề xuất đơn giản và hiệu quả trong việc phân tích tĩnh dầm 

composite. 
 

- Hàm xấp xỉ Ritz cho kết quả tính toán chính xác và giảm số bước lặp, điều này 
làm giảm chi phí tính toán. 

Lời cảm ơn 
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Hình 8. Quan hệ giữa tỉ số w̄s/w̄ và tỉ số L/h

Hình 8 thể hiện sự biến thiên của w̄s/w̄ theo L/h của dầm ứng với các điều kiện biên khác nhau.
Nhìn chung, w̄s hầu như ít ảnh hưởng đến tổng chuyển vị w̄ đối với các dầm mỏng. Đối với các điều
kiện biên SS, CF thì chuyển vị w̄s chiếm khoảng 5%w̄, còn đối với điều kiện biên CC thì w̄s chiếm
khoảng 10%w̄. Khi dầm càng dày thì ảnh hưởng của w̄s đến w̄ càng cao, cụ thể khi L/h = 5, w̄s ≈

70%w̄ đối với dầm SS, CF và tỉ số này > 90% đối với dầm CC. Có thể thấy rằng, ảnh hưởng của biến
dạng cắt lớn nhất với điều kiện biên CC.
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4. Kết luận

Bài báo này đã trình bày một lý thuyết biến dạng cắt bậc cao hai biến, được thiết lập từ trường
chuyển vị của lý thuyết biến dạng cắt bậc cao ba biến bằng cách sử dụng phương trình cân bằng tĩnh
học. Hàm xấp xỉ Ritz dạng hàm số mũ cơ số Napier được đề xuất để xấp xỉ trường chuyển vị. Từ các
kết quả số về khảo sát số bước lặp, chuyển vị không thứ nguyên và ứng suất của dầm composite có
thể kết luận rằng:

- Trường lý thuyết đề xuất đơn giản và hiệu quả trong việc phân tích tĩnh dầm composite.
- Hàm xấp xỉ Ritz cho kết quả tính toán chính xác và giảm số bước lặp, điều này làm giảm chi phí

tính toán.
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