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Tóm tắt

Phương pháp phần tử hữu hạn (PTHH) và phương pháp phần tử rời rạc (PTRR) là hai phương pháp được sử
dụng rất phổ biến trong mô phỏng bài toán địa cơ học. Mỗi phương pháp dựa trên các giả thuyết khác nhau
và cũng phù hợp với các trường hợp khác nhau. Nếu như phương pháp PTHH phù hợp với các bài toán ở tỷ lệ
vừa và lớn thì phương pháp PTRR cho phép mô tả đến tỷ lệ vi mô, tương tác giữa các phần tử cấu thành vật
liệu. Nhằm kết hợp và phát triển một phương pháp mô phỏng đa tỷ lệ kết hợp ưu điểm của hai phương pháp nói
trên, nhiều nghiên cứu đã được thực hiện trong thời gian vừa qua. Bài báo này trình bày một nghiên cứu đề xuất
việc kết hợp giữa hai phương pháp thống nhất trong một mô phỏng đa tỷ lệ. Phương pháp kết hợp cho phép mô
phỏng các bài toán ở tỷ lệ vĩ mô, thông qua việc kể đến các đặc trưng tự nhiên của vật liệu thông qua tương tác
ở tỷ lệ vi mô. Sau đó, một ví dụ minh họa khả năng của phương pháp đã được thực hiện. Vật liệu mô phỏng
được hiệu chỉnh dựa trên mẫu đá sét Callovo Oxfordian. Kết quả thu được phù hợp với kết quả thực nghiệm.
Đặc biệt, hiện tượng tập trung biến dạng trong một vùng hẹp, cục bộ, hình thành cụm trượt đã được ghi nhận.
Thông qua đó, các tính chất ở cấp vi mô cùng đã được phân tích nhờ vào phương pháp mô phỏng này.

Từ khoá: kết hợp PTHH/PTRR; địa cơ học; đa tỷ lệ; mô hình hóa; đá sét.

MULTI-SCALE MODELING OF GEOMECHANICS PROBLEMS USING COUPLED FINITE-DISCRETE
ELEMENT METHOD

Abstract

Finite Element Method (FEM) and Discrete Element Method (DEM) are two commonly numerical methods,
widely used in geomechanics modeling. Each method bases on differents assumptions and suitable for different
kinds of problems. If the FEM is suitable for engineering scale, the DEM is a perfect choice for analyzing
the problem by taking into account the interaction between particles. In order to combine the advantages of
two above mentioned methods, various researches have been conducted in last few years. In this context, the
paper presents a study in which propose a multi-scale way to couple between FEM and DEM. This coupling
method allows modeling the engineering problem and taking into account the nature of geomaterials such
as discrete, anisotropic... A typical example of biaxial type is then modeled by FEM/DEM simulation. The
material is calibrated with claystone Callovo-Oxfordian. The results show good consistency between numerical
and experimental experiences. Especially, strain localization is observed at macro-scale. Mirco-featured of RVE
related to strain localization is discussed and analyzed.

Keywords: FEM/DEM coupling; geomechanics; multi-scale; modeling; claystone.
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1. Giới thiệu

Phương pháp Phần tử hữu hạn (PTHH) [1] là phương pháp mô hình số được sử dụng phổ biến
trong các bài toán phân tích kết cấu, phân tích ứng xử vật liệu. Phương pháp này cho phép người sử
dụng phân tích ứng xử kết cấu, vật liệu ở nhiều tỷ lệ khác nhau, đặc biệt ở tỷ lệ của các bài toán trong
thực tế xây dựng. Phương pháp PTHH sử dụng nguyên tắc rời rạc miền nghiên cứu thành nhiều miền
con (phần tử), liên kết với nhau bằng các nút. Trên miền con này, bài toán được giải xấp xỉ dựa trên
các hàm xấp xỉ trên từng phần tử, thoả mãn điều kiện trên biên cùng với sự cân bằng và liên tục giữa
các phần tử. Việc áp dụng phương pháp PTHH khi phân tích kết cấu yêu cầu cho trước ứng xử của vật
liệu. Thông thường, đối với các vật liệu có quy luật ứng xử đơn giản, mối liên hệ này có thể mô tả dưới
dạng các phương trình toán học thông qua lý thuyết đàn hồi hoặc đàn dẻo cổ điển, liên hệ giữa hai
đại lượng là ứng suất và biến dạng, mô tả ứng xử của vật liệu dưới tác dụng của tác động cho trước.
Quy luật này thường được thể hiện dưới dạng liên hệ giữa tốc độ thay đổi ứng suất và tốc độ biến
dạng σ̇ = f (ε̇). Với các vật liệu phức tạp hơn như vật liệu không đồng nhất, di hướng, một số phương
pháp thông thường được sử dụng để xác định quy luật ứng xử như: (i) căn cứ từ kết quả thí nghiệm,
hiệu chỉnh để tìm ra phương trình toán học thể hiện tốt nhất kết quả thực nghiệm; (ii) phương pháp
đồng nhất hóa (homogenisation). Bằng kỹ thuật đồng nhất hóa, ứng xử vật liệu ở tỷ lệ vĩ mô (macro)
thu được bằng cách kể đến các đặc trưng ở tỷ lệ vi mô (micro). Bên cạnh các ưu điểm, phương pháp
PTHH cũng gặp những khó khăn khi tính toán các bài toán có vết nứt hay các bài toán tìm cách mô tả
các dạng vật liệu phức tạp [2–4].

Phương pháp phần tử rời rạc (PTRR) được đề xuất bởi Cundall và Strack [5] nhằm mô phỏng ứng
xử của vật liệu rời rạc như cát, bê tông hay đá ở tỷ lệ nhỏ thông qua tương tác giữa các hạt cấu thành
vật liệu. Phương pháp PTRR xem xét các phần tử (hạt) độc lập nhau, từ đó tích phân chuyển động của
các hạt cơ bản dựa trên phương trình định luật hai Newton. Phương pháp này xử lý tương tác của một
tập hợp vật rắn hình tròn 2D, hình cầu 3D, hình đa giác... Tương tác giữa các phần tử (hạt) được mô
hình thông qua mô hình liên kết kể đến lực tương tác giữa các phần tử. Liên hệ tính toán của phương
pháp PTRR được giới thiệu trên Hình 1. Trải qua hơn bốn thập kỷ, phương pháp PTRR đã được sử
dụng rộng rãi trong việc nghiên cứu ứng xử của vật liệu không đồng nhất, dị hướng ở tỷ lệ nhỏ.CÁC HÌNH THAY THẾ 
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Hình 4. Chuẩn bị mẫu RVE 
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Hình 1. Liên hệ tính toán theo phương pháp PTRR

Thực tế, do giới hạn về khả năng tính toán của máy tính nên phương pháp PTRR chưa thể xử lý
các bài toán với số lượng phần tử rất lớn vì thế việc sử dụng các phương pháp như phương pháp PTHH
vẫn là hết sức cần thiết.

Việc kết hợp giữa hai phương pháp PTHH/PTRR đã được quan tâm nghiên cứu từ những năm
cuối của thế kỷ XX. Các cách kết hợp giữa hai phương pháp cũng tương đối đa dạng, có thể kể đến
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các nghiên cứu trong [6–8]. Trong những năm gần đây, với sự phát triển và nhu cầu mô phỏng kết
cấu, vật liệu ở nhiều tỷ lệ, mô phỏng các bài toán ở tỷ lệ thực vật liệu dị hướng, không đồng nhất, một
xu thế mới trong việc kết hợp PTHH/PTRR đã được đề xuất. Phương pháp này triển khai đồng thời
việc mô phỏng ở nhiều tỷ lệ khác nhau: vĩ mô (macro) và vi mô (micro). Việc kết nối giữa hai tỷ lệ
được thực hiện thông qua đồng nhất hóa vật liệu (homogenization) bằng lý thuyết hoặc phương pháp
số. Trong trường hợp này, việc xây dựng ứng xử dựa trên phương pháp số PTRR giúp thu được quy
luật ứng xử σ = f (ε̇) của vật liệu, trong đó có thể xem xét quy luật này tương tự như một quy luật
ứng xử phi tuyến với rất nhiều tham số (vị trí các hạt, mạng lưới tương tác, lực tương tác). Tính khả
thi của phương pháp đã được minh chứng qua các nghiên cứu được công bố gần đây và việc áp dụng
phương pháp sẽ có thể mở ra một hướng đi đầy tiềm năng cho việc mô phỏng nghiên cứu ứng xử của
kết cấu, vật liệu và đặc biệt trong khuôn khổ bài toán địa cơ học trong tương lai [9–14].

Nằm trong xu hướng đó, bài báo giới thiệu mô hình mô phỏng đa tỷ lệ thông qua việc kết hợp giữa
phương pháp PTHH và PTRR để tận dụng ưu điểm của cả hai phương pháp, từ đó nghiên cứu ứng
xử của vật liệu đá sét. Việc kết nối giữa các tỷ lệ khác nhau được thực hiện thông qua kỹ thuật đồng
nhất hóa bằng phương pháp số. Bài báo được cấu trúc tiếp theo như sau: Phần 2 giới thiệu nguyên lý
phương pháp mô phỏng PTHH/PTRR; phần 3 trình bày mô phỏng vật liệu đá sét có kể đến sự xuất
hiện biến dạng cục bộ trong mẫu thí nghiệm; Một số kết luận, kiến nghị được trình bày trong Phần 4.

2. Mô phỏng đa tỷ lệ PTHH/PTRR

Nguyên lý phương pháp kết hợp giữa phương pháp PTHH và phương pháp PTRR được sơ đồ hóa
trên Hình 2. Kết cấu cần phân tích được rời rạc hóa thành các PTHH. Tại mỗi PTHH, một mẫu vật
liệu RVE (Representative Volume Element), mô hình hóa bằng phương pháp PTRR được gán vào các
điểm Gauss của PTHH. Sau đó áp biến dạng vào từng điểm Gauss, mô hình PTRR sẽ xác định ứng
suất tương ứng tại điểm Gauss. Từ đó lập được ma trận độ cứng riêng phần, ma trận độ cứng tổng thể
để giải bài toán PTHH. Quá trình trên được lặp lại cho mỗi bước tính toán đến khi điều kiện hội tụ
được thỏa mãn.
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Nguyên lý về phương pháp kết hợp giữa phương pháp phần tử hữu hạn và phương 
pháp phần tử rời rạc được sơ đồ hóa trên Hình 2. Kết cấu cần phân tích được rời rạc hóa 
thành các phần tử hữu hạn. Tại mỗi phần tử hữu hạn, một mẫu vật liệu RVE 
(Representative Volume Element), mô hình hóa bằng phương pháp PTRR được gán vào 
các điểm Gauss của phần tử hữu hạn. Sau đó áp biến dạng vào từng điểm Gauss, mô 
hình PTRR sẽ xác định ứng suất tương ứng tại điểm Gauss. Từ đó lập được ma trận độ 
cứng riêng phần, tổng thể để giải bài toán phần tử hữu hạn. Quá trình trên được lặp lại 
cho mỗi bước tính toán đến khi điều kiện hội tụ được thỏa mãn. 

 
Hình 2. Nguyên lý phương pháp mô phỏng đa tỷ lệ PTHH/PTRR 

Một điểm đáng chú ý đối với việc sử dụng phương pháp này nó là về việc tính toán, cập 
nhật ứng suất tại các điểm Gauss. Đối với các phương pháp tính toán theo PTHH thông 
thường, ứng suất tổng Cauchy sau mỗi bước được tính thông qua biến thiên ứng suất để 
xem xét ứng xử phi tuyến của vật liệu ( ). Nếu các công thức được viết ở 
điều kiện biến dạng nhỏ, có thể dẫn đến những sai số khi biến dạng lớn xuất hiện trong 
vật liệu (khi đó công thức cần được viết lại đối với trường hợp biến dạng lớn). Thực tế, 
phương pháp PTHH/PTRR hoàn toàn không gặp phải vấn đề này. Mỗi điểm Gauss được 
gán một mẫu RVE, quá trình tính toán lưu lại các thông số, biến trạng thái tại các bước 
trước đó cũng như ứng suất thu được khi áp dụng các điều kiện biên là ứng suất tổng 
(ứng với mỗi bước gia tải và bước lặp Newton Raphson). Khi kết thúc bước tính toán, 
thay vì sử dụng biến thiên ứng suất ( ), ứng suất tổng ( ) được xác định trực tiếp 
thông qua phương pháp PTRR như chỉ ra trong công thức (1) và được dùng để giải quyết 
bài toán tổng thể bằng PTHH. 
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Hình 2. Nguyên lý phương pháp mô phỏng đa tỷ lệ PTHH/PTRR
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Một điểm đáng chú ý đối với việc sử dụng phương pháp này đó là việc tính toán, cập nhật ứng
suất tại các điểm Gauss. Đối với các phương pháp tính toán theo PTHH thông thường, ứng suất tổng
Cauchy sau mỗi bước được tính thông qua biến thiên ứng suất để xem xét ứng xử phi tuyến của vật
liệu (σi+1 = σi + ∆σ). Nếu các công thức được viết ở điều kiện biến dạng nhỏ, có thể dẫn đến những
sai số khi biến dạng lớn xuất hiện trong vật liệu (khi đó công thức cần được viết lại đối với trường hợp
biến dạng lớn). Thực tế, phương pháp PTHH/PTRR hoàn toàn không gặp phải vấn đề này. Mỗi điểm
Gauss được gán một mẫu RVE, quá trình tính toán lưu lại các thông số, biến trạng thái tại các bước
trước đó cũng như ứng suất thu được khi áp dụng các điều kiện biên là ứng suất tổng (ứng với mỗi
bước gia tải và bước lặp Newton Raphson). Khi kết thúc bước tính toán, thay vì sử dụng biến thiên
ứng suất (∆σ), ứng suất tổng (σ) được xác định trực tiếp thông qua phương pháp PTRR như chỉ ra
trong công thức (1) và được dùng để giải quyết bài toán tổng thể bằng PTHH.

σi j =
1
S
·

∑
(m,n)∈C

~f m/n ⊗ ~r mn (1)

trong đó C là tập hợp các tương tác giữa cặp hai phần tử trong mẫu RVE; (m, n) là tương tác giữa phần
tử m và n; S là diện tích của RVE; ~f m/n và ~rmn lần lượt là lực tương tác và vec tơ nối tâm hai phần tử
(m, n) có tương tác với nhau. Mô hình tương tác giữa hai phần tử được thể hiện trên Hình 3.
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với : tập hợp các tương tác giữa cặp hai phần tử trong mẫu RVE ; : tương tác 

giữa phần tử n và m ; S : diện tích của RVE ;  và  lần lượt là lực tương tác và 
vec tơ nối tâm hai phần tử  có tương tác với nhau. Mô hình tương tác giữa hai 
phần tử được thể hiện trên Hình 3. 

  
Hình 3. Mô hình tương tác giữa các phần tử ở tỷ lệ vi mô (micro scale) 

Trong đó , , ,  lần lượt là lực pháp tuyến, lực tương tác đàn hồi theo 
phương pháp tuyến, lực tiếp tuyến và lực dính giữa hai phần tử có tương tác với nhau, 
cụ thể: 

 (2) 

 (3) 

 (4) 

với  mức độ tương tác giữa hai phần tử được định nghĩa như sau: ;  

là chuyển vị tương đối giữa hai phần tử có tương tác ở thời điểm  và  ;  và 

 là vận tốc và vận tốc góc của các phần tử i và j; ,  lần lượt là, độ cứng pháp 

tuyến, tiếp tuyến của tương tác. 
Trong mô hình này, sự trượt giữa hai phần tử không được xem xét đến. Lực tiếp 

tuyến bị giới hạn theo điều kiện: 

 (5) 

với  là hệ số ma sát giữa các hạt. 

Trong phân tích phi tuyến bằng phương pháp PTHH, quá trình giải hệ phương trình 
phi tuyến được thực hiện nhờ vào phương pháp lặp Newton-Raphson. Để thực hiện việc 
tìm nghiệm của phương trình phi tuyến bằng Newton-Raphson, cần thiết phải tính toán 
ma trận tiếp tuyến . Đối với các quy luật ứng xử đơn giản, có thể được đưa ra 
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Hình 3. Mô hình tương tác giữa các phần tử ở tỷ lệ vi mô (micro scale)

Trong đó fn, fel, ft, fc lần lượt là lực pháp tuyến, lực tương tác đàn hồi theo phương pháp tuyến,
lực tiếp tuyến và lực dính giữa hai phần tử có tương tác với nhau, cụ thể:

fn = fel + fc = −kn · δ + fc (2)

f T+∆T
t = f T

t − kt · δut (3)

δut =
[(
~v j − ~vi

)
· ~t −

(
Riθ̇i + R jθ̇ j

)]
· ∆T (4)

trong đó δ là mức độ tương tác giữa hai phần tử được định nghĩa như sau: δ = rnm − Rm − Rn; δut là
chuyển vị tương đối giữa hai phần tử có tương tác ở thời điểm T và T + ∆T ; ~vi, θ̇i và ~v j, θ̇ j là vận tốc
và vận tốc góc của các phần tử i và j; kn, kt lần lượt là độ cứng pháp tuyến, tiếp tuyến của tương tác.

Trong mô hình này, sự trượt giữa hai phần tử không được xem xét đến. Lực tiếp tuyến bị giới hạn
theo điều kiện:

| ft| ≤ µ · fel = µ · kn · δ (5)

trong đó µ là hệ số ma sát giữa các hạt.
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Trong phân tích phi tuyến bằng phương pháp PTHH, quá trình giải hệ phương trình phi tuyến
được thực hiện nhờ vào phương pháp lặp Newton-Raphson. Để thực hiện việc tìm nghiệm của phương
trình phi tuyến bằng Newton-Raphson, cần thiết phải tính toán ma trận tiếp tuyến Ci jkl. Đối với các
quy luật ứng xử đơn giản, Ci jkl có thể được đưa ra dưới dạng các phương trình. Tuy nhiên đối với các
quy luật ứng xử phức tạp như bài toán PTHH/PTRR, giá trị này cần được tính toán bằng phương pháp
số [4, 13]

Ci jkl =
∂σi j

∂εkl
(6)

Thực tế cho thấy, việc sử dụng phương pháp PTRR để định nghĩa một quy luật ứng xử tương
đương trên một mẫu RVE có số hạt nhỏ, do sự không ổn định của kết quả PTRR dẫn đến giá trị của
các hệ số trong Ci jkl hay bị nhiễu, dẫn đến phương pháp Newton-Raphson không hội tụ. Để khắc phục
điều này, nhiều phương pháp khác nhau đã được đề xuất trong [4, 13, 15]. Trong đó, nghiên cứu này
sử dụng phương pháp được đề xuất bởi [15] và đã được chứng minh hiệu quả về mặt sử dụng, đồng
thời giảm bớt được thời gian tính toán. Khi đó, Ci jkl được tính như sau:

Ci jkl =
1
S

∑
c∈S

(knnc
i lcjn

c
klcl + kntc

i lcjt
c
klcj) (7)

trong đó S là diện tích 2D của RVE,
−→
lc là véc tơ nối hai phần tử có liên kết với nhau,

−→
nc và

−→
tc là các

vec tơ đơn vị pháp tuyến và tiếp tuyến tại vị trí liên kết c.

3. Mô phỏng ứng xử nén hai trục của đá sét sử dụng PTHH/PTRR

Trong trường hợp này, phương pháp mô phỏng đa tỷ lệ PTHH/PTRR được sử dụng để mô hình lại
kết quả thí nghiệm trên mẫu đá sét (claystone Callovo Oxfordian - COX), thực hiện bởi Viện Nghiên
cứu Quốc gia Pháp về Rác thải hạt nhân (ANDRA). COX thuộc lớp địa chất sét đá, ở độ sâu khoảng
500m so với mực nước biển, vùng Meuse/Haute-Marne (Pháp). Lớp đá sét này có đặc điểm là tính
thấm nước rất thấp, khả năng giữ phóng xạ hạt nhân cao, vì vậy lớp đá sét này được nghiên cứu là lớp
tiềm năng để lưu giữ rác thải hạt nhân [16, 17]. Thí nghiệm được thực hiện với áp lực hông (confining
pressure) σ3 = 12 MPa.

3.1. Chuẩn bị mẫu RVE

Thí nghiệm nén hai trục được thực hiện theo hai bước [18, 19] gồm (i) nén đẳng hướng đến ứng
suất mong muốn bằng áp lực hông trong giai đoạn gia tải và (ii) gia tải cho thí ngiệm nén hai trục. Vì
vậy, đầu tiên cần chuẩn bị mẫu RVE đến trạng thái ứng suất mong muốn bằng áp lực hông trong giai
đoạn gia tải. Để thực hiện điều đó, việc tạo mẫu RVE sử dụng trong PTRR rất quan trọng và tuyệt đối
cần thiết trước khi bắt đầu nén đẳng hướng. Quá trình này được thực hiện theo các bước như sau:

- Bước 1 : Vị trí các phần tử được cho trước trên một lưới với một khoảng cách bất kỳ (lớn hơn
đường kính của hạt có kích thước lớn nhất).

- Bước 2 : Cho trước rmin và rmax của tập hợp phần tử trong RVE. Bán kính của các hạt còn lại
được tạo một cách ngẫu nhiên trong khoảng (rmin, rmax).

- Bước 3 : Trộn mẫu bằng cách gán cho mỗi hạt một vận tốc bất kỳ.
Bài toán này sử dụng các phần tử 2D hình tròn, số lượng phần tử trong mẫu RVE là 400, với bán

kính nằm trong khoảng rmax/rmin = 2,5. Các thông số khác của mô hình PTRR được giới thiệu trong
Bảng 1.
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Bảng 1. Thông số đầu vào của mô hình PTRR

Thông số Giá trị

κ =
kn

σ0
Độ cứng chuẩn hóa 1000

kn/kt Tỷ lệ độ cứng pháp tuyến / Độ cứng tiếp tuyến 1,0
µ Hệ số ma sát giữa các phần tử 0,5

pc =
| fc|

ā · σ0
Hệ số lực dính 1,0

Hình ảnh về mẫu RVE trước và sau khi nén đẳng hướng được trình bày trên Hình 4(a) và 4(b).
Nét màu đỏ nối tâm của 2 hạt có tiếp xúc với nhau, độ dày nét tỷ lệ với lực tương tác giữa 2 hạt. Khi
mẫu được mẫu nén đẳng hướng, ứng suất trong mẫu tăng nhanh đến ứng suất mong muốn σ0 sau đó
là giai đoạn cần thiết để mẫu đạt trạng thái cân bằng như trên Hình 4(c).
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- Bước 3 : Trộn mẫu bằng cách gán cho mỗi hạt một vận tốc bất kỳ. 
Bài toán này sử dụng các phần tử 2D hình tròn, số lượng phần tử trong mẫu RVE 

là 400, với bán kính nằm trong khoảng . Các thông số khác của mô hình 
PTRR được giới thiệu trong Bảng 1. 

Bảng 1. Thông số đầu vào của mô hình PTRR 
Thông số Giá trị 

  Độ cứng chuẩn hóa 1000 

  Tỷ lệ độ cứng pháp tuyến / Độ cứng tiếp tuyến 1,0 

  Hệ số ma sát giữa các phần tử 0,5 

 Hệ số lực dính 1,0 

Hình ảnh về mẫu RVE trước và sau khi nén đẳng hướng được trình bày trên Hình 
4 (a) và (b). Nét màu đỏ nối tâm của 2 hạt có tiếp xúc với nhau, độ dày nét tỷ lệ với lực 
tương tác giữa 2 hạt. Khi mẫu được mẫu nén đẳng hướng, ứng suất trong mẫu tăng nhanh 
đến ứng suất mong muốn  sau đó là giai đoạn cần thiết để mẫu đạt trạng thái cân bằng 
như trên Hình 4 (c). 

  
 

(a) RVE ban đầu (b) RVE sau khi nén 
đẳng hướng 

(c) Biến thiên ứng suất, năng lượng 
trong quá trình nén đẳng hướng 

Hình 4. Chuẩn bị mẫu RVE  

max min 2.5r r =

0
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(a) RVE ban đầu
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- Bước 3 : Trộn mẫu bằng cách gán cho mỗi hạt một vận tốc bất kỳ. 
Bài toán này sử dụng các phần tử 2D hình tròn, số lượng phần tử trong mẫu RVE 

là 400, với bán kính nằm trong khoảng . Các thông số khác của mô hình 
PTRR được giới thiệu trong Bảng 1. 

Bảng 1. Thông số đầu vào của mô hình PTRR 
Thông số Giá trị 

  Độ cứng chuẩn hóa 1000 

  Tỷ lệ độ cứng pháp tuyến / Độ cứng tiếp tuyến 1,0 

  Hệ số ma sát giữa các phần tử 0,5 

 Hệ số lực dính 1,0 

Hình ảnh về mẫu RVE trước và sau khi nén đẳng hướng được trình bày trên Hình 
4 (a) và (b). Nét màu đỏ nối tâm của 2 hạt có tiếp xúc với nhau, độ dày nét tỷ lệ với lực 
tương tác giữa 2 hạt. Khi mẫu được mẫu nén đẳng hướng, ứng suất trong mẫu tăng nhanh 
đến ứng suất mong muốn  sau đó là giai đoạn cần thiết để mẫu đạt trạng thái cân bằng 
như trên Hình 4 (c). 

  
 

(a) RVE ban đầu (b) RVE sau khi nén 
đẳng hướng 

(c) Biến thiên ứng suất, năng lượng 
trong quá trình nén đẳng hướng 

Hình 4. Chuẩn bị mẫu RVE  

max min 2.5r r =

0
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(b) RVE sau khi nén
đẳng hướng

CÁC HÌNH THAY THẾ 

 

 

Hình 1. Liên hệ tính toán theo phương pháp PTRR 

 

 

  

 

  (c) Biến thiên ứng suất, năng lượng 

trong quá trình nén đẳng hướng 

Hình 4. Chuẩn bị mẫu RVE 
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(c) Biến thiên ứng suất, năng lượng trong
quá trình nén đẳng hướng

Hình 4. Chuẩn bị mẫu RVE

Mẫu RVE được chọn dựa trên việc so sánh xu hướng quan hệ ứng suất, biến dạng của mẫu RVE
được mô phỏng thí nghiệm nén hai trục bằng phương pháp PTRR (Hình 5). Quan hệ dựa trên một
mẫu RVE được xem tương đương với quy luật ứng xử của vật liệu được sử dụng trong tính toán bằng
phương pháp PTHH.
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Hình 5. Hiệu chỉnh mô hình theo kết quả thực nghiệm 

Mẫu RVE được chọn dựa trên việc so sánh xu hướng quan hệ ứng suất, biến dạng 
của mẫu RVE được mô phỏng thí nghiệm nén hai trục bằng phương pháp PTRR (Hình 
5). Quan hệ dựa trên một mẫu RVE được xem tương đương với quy luật ứng xử của vật 
liệu được sử dụng trong tính toán bằng phương pháp PTHH. 

3.2. Thông số bài toán mô phỏng PTHH/PTRR 

Ở tỷ lệ vĩ mô (macro scale), bài toán được chia thành 50 phần tử hữu hạn Q8 với 
8 nút và 4 điểm Gauss. Tại mỗi điểm Gauss, một mẫu RVE với 400 phần tử như mô tả 
tại Mục 3.1 được sử dụng. RVE được chọn tương tự nhau cho tất cả miền của bài toán.  

 
Hình 6. Mô hình phần tử hữu hạn, điều kiện biên, phần tử sử dụng và mẫu RVE  

Hình 5. Hiệu chỉnh mô hình theo kết quả thực nghiệm
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3.2. Thông số bài toán mô phỏng PTHH/PTRR

Ở tỷ lệ vĩ mô (macro scale), bài toán được chia thành 50 phần tử hữu hạn Q8 với 8 nút và 4 điểm
Gauss. Tại mỗi điểm Gauss, một mẫu RVE với 400 phần tử như mô tả tại Mục 3.1 được sử dụng. RVE
được chọn tương tự nhau cho tất cả miền của bài toán.

Về điều kiện biên, tải trọng phân bố đều (áp lực hông) σ3 = σ0 = 12 MPa, không đổi trong suốt
quá trình thí nghiệm. Liên kết phía dưới cho phép chuyển vị tự do theo phương ngang (không có ma
sát) trong khi đó quá trình gia tải thí nghiệm được thực hiện thông qua chuyển vị ở mặt phía trên của
mô hình như mô tả trên Hình 6.

 

Hình 6. Mô hình phần tử hữu hạn, điều kiện biên, phần tử sử dụng và mẫu RVE 

 

(a) Biến dạng trước và sau thí nghiệm (b) Biến dạng lệch q  tại 1 7,0% =  

Hình 8. Biến dạng của mẫu mô phỏng bằng phương pháp PTHH/PTRR 

 

Hình 6. Mô hình phần tử hữu hạn, điều kiện biên, phần tử sử dụng và mẫu RVE

3.3. Kết quả mô phỏng và so sánh

Đường cong mối quan hệ giữa ứng suất trục của mẫu và kết quả thí nghiệm được trình bày trên
Hình 7. Có thể thấy rằng, kết quả mô phỏng đã mô tả tốt kết quả thực nghiệm. Đặc biệt hơn, sau
khi vật liệu đạt ứng suất cực đại q/σ0 = (σ1 − σ3)/σ0 = 3,1 tương đương với ε1 = 2,3% vật liệu
chuyển sang làm việc ở trạng thái mềm hóa (softening). Lúc này, trong mẫu thí nghiệm xuất hiện
hiện tượng biến dạng dẻo tập trung chủ yếu tại một vùng hẹp, hay còn gọi là biến dạng cục bộ (strain
localization) và khu vực tập trung biến dạng hình thành một cụm trượt (shear band). Trong vùng này,
ứng suất tổng (volumetric strain) rất nhỏ so với ứng suất cắt, các phần tử chủ yếu chỉ biến đổi về hình
dạng. Vì thế, khi phân tích hiện tượng này, chúng thường được thể hiện dưới giá trị của biến dạng lệch
εq = ε − (1/3) · tr (ε) I, trong đó I là ma trận đơn vị.

Từ Hình 8 chúng ta có thể thấy, các phần từ nằm ngoài cụm trượt hầu như chỉ chịu tác động trong
giai đoạn đến trước khi ứng suất đạt cực đại, vì thế hình dạng của chúng sau khi kết thúc thí nghiệm
giữ nguyên gần như hình dạng tại thời điểm ban đầu. Tuy nhiên các đặc tính về ứng suất cũng như đặc
trưng vật liệu bị thay đổi do quá trình gia tải trước khi đạt đỉnh. Tuy vậy, sự thay đổi này nhỏ hơn rất
nhiều so với các phần tử nằm trong khu vực chịu biến dạng tập trung.
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Về điều kiện biên, tải trọng phân bố đều (áp lực hông) , không đổi 
trong suốt quá trình thí nghiệm. Liên kết phía dưới cho phép chuyển vị tự do theo phương 
ngang (không có ma sát) trong khi đó quá trình gia tải thí nghiệm được thực hiện thông 
qua chuyển vị ở mặt phía trên của mô hình như mô tả trên Hình 6. 

3.3. Kết quả mô phỏng và so sánh 

Đường cong mối quan hệ giữa ứng suất trục của mẫu và kết quả thí nghiệm được 
trình bày trên Hình 7. Có thể thấy rằng, kết quả mô phỏng đã mô tả tốt kết quả thực 
nghiệm. Đặc biệt hơn, sau khi vật liệu đạt ứng suất cực đại   

tương đương với  vật liệu chuyển sang làm việc ở trạng thái mềm hóa 
(softening). Lúc này, trong mẫu thí nghiệm xuất hiện hiện tượng biến dạng dẻo tập trung 
chủ yếu tại một vùng hẹp, hay còn gọi là biến dạng cục bộ (strain localization) và khu 
vực tập trung biến dạng hình thành một cụm trượt (shear band). Trong vùng này, ứng 
suất tổng (volumetric strain) rất nhỏ so với ứng suất cắt, các phần tử chủ yếu chỉ biến 
đổi về hình dạng. Vì thế khi phân tích hiện tượng này, chúng thường được thể hiện dưới 
giá trị của biến dạng lệch , trong đó I là ma trận đơn vị. 

 
Hình 7. So sánh kết quả mô phỏng và thực nghiệm 

Từ Hình 8 chúng ta có thể thấy, các phần từ nằm ngoài cụm trượt hầu như chỉ chịu 
tác động trong giai đoạn đến trước khi ứng suất đạt cực đại, vì thế chúng ta có thể thấy 
hình dạng của chúng gần như hình dạng tại thời điểm ban đầu. Tuy nhiên các đặc tính 
về ứng suất cũng như đặc trưng vật liệu bị thay đổi do quá trình gia tải trước khi đạt 
đỉnh. Tuy vậy, sự thay đổi này nhỏ hơn rất nhiều so với các phần tử nằm trong khu vực 
chịu biến dạng tập trung.   
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Hình 7. So sánh kết quả mô phỏng và thực nghiệm

 

Hình 6. Mô hình phần tử hữu hạn, điều kiện biên, phần tử sử dụng và mẫu RVE 

 

(a) Biến dạng trước và sau thí nghiệm (b) Biến dạng lệch q  tại 1 7,0% =  

Hình 8. Biến dạng của mẫu mô phỏng bằng phương pháp PTHH/PTRR 

 

(a) Biến dạng trước và sau thí nghiệm

 

Hình 6. Mô hình phần tử hữu hạn, điều kiện biên, phần tử sử dụng và mẫu RVE 

 

(a) Biến dạng trước và sau thí nghiệm (b) Biến dạng lệch q  tại 1 7,0% =  

Hình 8. Biến dạng của mẫu mô phỏng bằng phương pháp PTHH/PTRR 

 

(b) Biến dạng lệch εq tại ε1 = 7,0%

Hình 8. Biến dạng của mẫu mô phỏng bằng phương pháp PTHH/PTRR

Có thể nói, một trong những ưu điểm lớn của phương pháp tính toán đa tỷ lệ bằng cách kết hợp
giữa PTHH/PTRR đó là chúng ta có thể phân tích được ứng xử ở tỷ lệ vi mô của vật liệu trong quá
trình diễn ra thí nghiệm, ở các vị trí khác nhau của mẫu mà không cần thiết làm thêm các tính toán
bổ sung khác. Ứng xử vi mô tại từng vị trí, đặc trưng bởi mẫu RVE được gán tại các điểm Gauss. Cụ
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thể, phân tích RVE tại 2 phần tử: phần tử 11 trong vùng biến dạng cục bộ và phần tử 18 ngoài vùng
biến dạng cục bộ.

 

Hình 9. Lực tương tác giữa các phần tử (a, b, c) và hướng mật độ về liên kết của RVE 

(d, e, f) tại thời điểm ban đầu và tại thời điểm 1 7,0% =  
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(d, e, f) tại thời điểm ban đầu và tại thời điểm  

qe 1 7,0%e =

1 7,0%e =

(b) Phần tử số 11
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(d, e, f) tại thời điểm ban đầu và tại thời điểm 1 7,0% =  

 

(c) Phần tử số 18
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(a) Biến dạng trước và sau thí nghiệm (b) Biến dạng lệch  tại  
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(d, e, f) tại thời điểm ban đầu và tại thời điểm  

qe 1 7,0%e =

1 7,0%e =

(d) Thời điểm ban đầu
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(d, e, f) tại thời điểm ban đầu và tại thời điểm  

qe 1 7,0%e =

1 7,0%e =

(e) Phần tử số 11
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Hình 9. Lực tương tác giữa các phần tử (a, b, c) và hướng mật độ về liên kết của RVE 

(d, e, f) tại thời điểm ban đầu và tại thời điểm  

qe 1 7,0%e =

1 7,0%e =

(f) Phần tử số 18

Hình 9. Lực tương tác giữa các phần tử (a, b, c) và hướng mật độ về liên kết của RVE (d, e, f)
tại thời điểm ban đầu và tại thời điểm ε1 = 7,0%

Tại thời điểm ban đầu (ε1 = 0%), các RVE được sử dụng là tương tự nhau tại các điểm Gauss. Sau
khi kết thúc thí nghiệm, biến dạng cũng như các đặc trưng vi mô của chúng rất khác nhau, điều này
được thể hiện rõ trên 0. Trong các Hình 9(a), 9(b) và 9(c), độ dày các nét nối tâm hai phần tử tỷ lệ với
lực pháp tuyến trong phần tử đó, màu đỏ với trường hợp lực dính còn tồn tại ( fc , 0), màu xanh tương
ứng với trường hợp không có lực dính ( fc = 0). Phần tử số 18, nằm ngoài khu vực tập trung biến dạng
dẻo, hình dạng của mẫu gần như giữ lại hình dạng ban đầu, ngoại trừ việc xuất hiện các vết đứt gãy
liên kết dính kết do quá trình gia tải từ 0 đến 2% biến dạng dọc trục. Trong khi đó, phần tử 11 chịu
tác động rất phức tạp, kết hợp giữa nén và cắt đồng thời. Dưới tác động này, phần lớn lực dính liên kết
giữa các phần tử đã bị phá vỡ, mẫu cũng chịu biến dạng nén, cắt. Những nhận xét này hoàn toàn phù
hợp với kết quả thu nhận được từ thực tế [20–22] khi thưc hiện nghiên cứu về biến dạng cục bộ của
vật liệu dạng đá sét.

Về khía cạnh cơ học vật liệu rời rạc, chúng ta nhận thấy rằng quá trình biến dạng đã dẫn đến có sự
tổ chức lại về mặt liên kết giữa các phần tử trong các mẫu RVE. Các liên kết có xu hướng tập trung
theo hướng để chống lại xu hướng phá hoại vật liệu.

4. Kết luận

Bài báo đã trình bày phương pháp mô phỏng đa tỷ lệ sử dụng kết hợp giữa hai phương pháp số
được dùng phổ biến hiện nay là phương pháp Phần tử hữu hạn (PTHH) và phương pháp Phần tử rời
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rạc (PTRR). Thực tế cho thấy, việc sử dụng kết hợp hai phương pháp là một xu thế trong tính toán đa
tỷ lệ, nhằm giúp mô tả chính xác được ứng xử của vật liệu mà không cần sử dụng phương trình toán
học quá phức tạp để mô tả quy luật ứng xử của chúng.

Sau đó, một ví dụ mô phỏng thí nghiệm với mẫu đá sét đã cho kết quả phù hợp giữa mô hình số
và thực nghiệm ở tỷ lệ vĩ mô (macro). Thông qua kết quả thu được, hiện tượng biến dạng cục bộ trong
mẫu đã được phân tích. Đây là một hiện tượng ở tỷ lệ vĩ mô và có mối liên hệ chặt chẽ với sự sắp xếp
lại cấu trúc vật liệu ở tỷ lệ vi mô bao gồm việc phá vỡ các liên kết cũng như định hướng liên kết của
vật liệu, như thể hiện trên Hình 9(d), 9(e) và 9(f).
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