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Tóm tắt

Trong bài báo này, công thức phần tử hữu hạn tấm tam giác 3 nút mới được đề xuất. So với phần tử tấm tam
giác 3 nút truyền thống, xấp xỉ chuyển vị của phần tử đề xuất được bổ sung thêm hàm dạng nổi bậc ba (cubic
bubble shape function) tại nút nổi (bubble node) ở vị trí trọng tâm phần tử. Biến dạng uốn của phần tử được
làm trơn trên trên miền chung cạnh (ES) xác định bởi các đoạn thẳng nối nút nổi của 2 phần tử chung cạnh với
2 nút của cạnh chung này. Nhờ vào kỹ thuật làm trơn trên cạnh, tích phân trên miền làm trơn của độ cứng uốn
được chuyển sang tích phân trên biên của miền làm trơn và sẽ ít bị ảnh hưởng bởi hình dạng phần tử. Để khử
hiện tượng khóa cắt khi phân tích tấm mỏng, biến dạng cắt ngoài mặt phẳng của phần tử được xấp xỉ lại theo
kỹ thuật khử khóa cắt MITC3+. Phần tử đề xuất, gọi là ES-MITC3+, được sử dụng để phân tích tĩnh một số
bài toán tấm điển hình nhằm đánh giá mức độ chính xác và hội tụ. Thông qua các kết quả số đạt được, phần tử
ES-MITC3+ có khả năng phân tích tĩnh cho cả tấm mỏng và tấm dày với độ chính xác tương đương hoặc tốt
hơn một số loại phần tử khác.

Từ khoá: tấm Reissner-Mindlin; khử khóa cắt MITC3+; phần tử hữu hạn trơn trên cạnh (ES-FEM); phân
tích tĩnh.

AN EDGE-BASED SMOOTHED MITC3+ ELEMENT FOR STATIC ANALYSIS OF REISSNER-MINDLIN
PLATES

Abstract

In this paper, a novel formula of 3-node triangular plate finite element is proposed. In comparison with the
traditional 3-node triangular plate finite elements, the displacements of the proposed element are added the
cubic bubble shape function at the bubble node located at the centroid of the element. The bending strains of
the suggested element are averaged on edge-based smoothed (ES) domains which are determined by straight
lines connecting 2 bubble nodes of 2 adjacent elements with 2 common nodes of them. Thanks to the edge-
based smoothed technique, the integration of the bending stiffness is transformed from the smoothed domain
into its boundary and thus reduces errors due to element shapes. To remove the shear-locking phenomenon,
the transverse shear strains are separately interpolated by using the MITC3+ technique. The proposed element,
namely ES-MITC3+, is employed to statically analyze some benchmark plates for evaluation of the accuracy
and robustness. Numerical results show that the ES-MITC3+ element can analyze both thin and thick plates in
good agreement, or better than other reference elements.

Keywords: Reissner-Mindlin plates; shear-locking removal MITC3+; edge-based smoothed FEM; static analy-
sis.
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1. Giới thiệu

Kết cấu tấm là một trong những kết cấu phổ biến được ứng dụng vào nhiều bộ phận công trình xây
dựng như: sàn, mái, tường, vách, . . . do đặc trưng mỏng, nhẹ, khả năng chịu uốn, vượt nhịp lớn. Ứng
xử tấm đồng nhất được tính toán dựa trên (1) lý thuyết tấm mỏng Kirchhoff-Love hoặc (2) lý thuyết
tấm dày Reissner-Mindlin [1]. Ứng xử kết cấu tấm có thể được phân tích bằng các phương pháp giải
tích hoặc các phương pháp số. Các phương pháp giải tích [1–3] cho lời giải có độ chính xác cao, là
kết quả để so sánh đánh giá các nghiên cứu bằng phương pháp số nhưng chỉ áp dụng cho các kết cấu
tấm có hình học, điều kiện biên và tải trọng đơn giản. Vì vậy, để phân tích ứng xử các kết cấu tấm
bất kỳ, các phương pháp số đã và đang được nghiên cứu phát triển nhằm cải thiện độ chính xác, tốc
độ hội tụ và thời gian tính toán. Trong đó, các phương pháp số dựa trên tiếp cận phương pháp phần
tử hữu hạn (PTHH) đang thu hút sự quan tâm của nhiều nhà nghiên cứu trong và ngoài nước. Với giả
thuyết bỏ qua biến dạng cắt ngoài mặt phẳng, lý thuyết Kirchhoff-Love đòi hỏi xấp xỉ chuyển vị của
phương pháp PTHH có đạo hàm cấp 1 liên tục, tức là dạng C1. Trong khi đó, xấp xỉ chuyển vị dạng
C0 đủ để thiết lập công thức PTHH tấm theo lý thuyết tấm dày Reissner-Mindlin. Việc xây dựng hàm
xấp xỉ chuyển vị dạng C0, đặc biệt là đối với các phần tử đẳng tham số, dễ hơn rất nhiều so với xây
dựng hàm xấp xỉ chuyển vị dạng C1. Tuy nhiên, xấp xỉ chuyển vị dạng C0 thuần túy sẽ không loại
bỏ được biến dạng cắt ngoài mặt phẳng khi phân tích tấm mỏng và dẫn đến kết quả chuyển vị giảm
khi chiều dày tấm giảm, hay còn gọi là hiện tượng khóa cắt. Cùng với khả năng chia lưới dễ dàng của
phần tử tam giác so với phần tử tứ giác, một số nghiên cứu tập trung vào phát triển phần tử tấm tam
giác 3 nút dựa trên lý thuyết tấm dày Reissner-Mindlin sử dụng xấp xỉ chuyển vị dạng C0 kết hợp với
các kỹ thuật khử khóa cắt như các phần tử MIN3 [4], DSG3 [5] hoặc MITC3 [6]. Các loại phần tử
này có biến dạng uốn là hằng số trên phần tử và biến dạng cắt ngoài mặt phẳng được xấp xỉ lại để có
thể phân tích ứng xử tấm dày và mỏng. Bằng cách sử dụng thêm hàm nổi bậc 3 ứng với nút nổi đặt tại
trọng tâm phần tử tam giác 3 nút trong xấp xỉ chuyển vị, phần tử MITC3+ [7] có biến dạng uốn tuyến
tính trên phần tử. Do đó, phần tử MITC3+ có độ chính xác và hội tụ tốt hơn phần tử MITC3 [6].

Để giảm chênh lệch biến dạng giữa các phần tử trong kết cấu tấm phân tích bằng các loại phần tử
tam giác 3 nút, các kỹ thuật xấp xỉ lại biến dạng bằng cách trung bình biến dạng giữa các phần tử có
chung cạnh hoặc chung nút, hay còn gọi là phương pháp PTHH trơn, đã được đề xuất [8]. Kỹ thuật
làm trơn trên cạnh (ES) hoặc làm trơn trên nút (NS) đã được áp dụng cho các phần tử DSG3 hoặc
MITC3 để phân tích tấm Reissner-Mindlin [9–12]. Trong các phần tử tấm ES-DSG3 [9], ES-MITC3
[11], NS-DSG3 [10], NS-MITC3 [12], các biến dạng được tính trên miền chung cạnh hoặc chung
nút phần tử là trung bình các biến dạng của các phần tử này. Nhờ đó, biến dạng chênh lệch giữa các
phần tử được làm trơn trên miền nhiều phần tử. Kết quả, các phần tử làm trơn ES-DSG3, ES-MITC3,
NS-DSG3, NS-MITC3 cải thiện được khả năng tính toán so với các phần tử không làm trơn DSG3,
MITC3, DSG3, MITC3.

Trong nghiên cứu này, kỹ thuật làm trơn trên cạnh sẽ được phát triển cho phần tử tấm tam giác 3
nút MITC3+. Với tên gọi ES-MITC3+, phần tử đề xuất có biến dạng uốn được trung bình trên miền
xác định bởi các đoạn thẳng nối nút nổi của 2 phần tử chung cạnh với 2 nút của cạnh chung này, và
biến dạng cắt ngoài mặt phẳng được xấp xỉ theo kỹ thuật khử khóa cắt MITC3+ [7]. Khác với các phần
tử ES-DSG3 và ES-MITC3, biến dạng uốn của phần tử đề xuất không là hằng số trên miền phần tử
nên tích phân trên miền làm trơn của biến dạng uốn được chuyển thành tích phân trên đường biên của
miền làm trơn bằng cách áp dụng định lý phân kỳ Gauss-Ostrogradsky. Nhờ đó, phần tử ES-MITC3+
có thể giảm được sai số do tính tích phân Gauss, đặc biệt trong các trường hợp lưới phần tử không
đều. Trong phần tiếp theo, công thức phần tử ES-MITC3+ được thiết lập. Độ chính xác và tính hiệu
quả của phần tử đề xuất được trình bày ở phần 3 thông qua đánh giá kết quả phân tích chuyển vị và
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mô-men của một số kết cấu tấm điển hình. Cuối cùng, một số kết luận được tổng kết ở phần 4.

2. Công thức phần tử tấm Reissner-Mindlin ES-MITC3+

2.1. Công thức phần tử tấm MITC3+

Xét tấm có diện tích mặt trung bình Ω chịu uốn bởi lực pz tác dụng vuông góc với mặt trung bình
Ω như Hình 1. Các chuyển vị thẳng u, v,w tương ứng các phương x, y, z của tấm được xác định bởi [1]

u (x, y, z) = zβx (x, y) ; v (x, y, z) = zβy (x, y) ; w (x, y, z) = w0 (x, y) (1)

trong đó w0, βx, βy lần lượt là chuyển vị thẳng theo phương z và góc xoay của pháp tuyến mặt trung
bình quanh trục y và trục x với chiều dương qui ước như Hình 1.
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 Mặt trung bình W của tấm được rời rạc bằng Ne phần tử tấm tam giác 3 nút có 
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ở đây, wi, qxi, qyi lần lượt là chuyển vị thẳng và góc xoay quanh trục x và trục y của nút 
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Hình 1. Tấm chịu uốn và định nghĩa các chuyển vị
của tấm và của mặt trung bình
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Hình 2. Phần tử tấm 3 nút với nút nổi
và chiều dương qui ước

Mặt trung bình Ω của tấm được rời rạc bằng Ne phần tử tấm tam giác 3 nút có diện tích Ωe. Trường
chuyển vị của phần tử tấm tam giác được xấp xỉ như sau [7]

w0 =

3∑
i=1

Niwi; βx =

4∑
i=1

Niθyi; βy = −

4∑
i=1

Niθxi (2)

trong đó wi, θxi, θyi lần lượt là chuyển vị thẳng và góc xoay quanh trục x và trục y của nút i với chiều
dương qui ước được định nghĩa trong Hình 2. Ni là các hàm dạng trong hệ tọa độ tự nhiên (ξ, η) được
xác định ứng với các nút đỉnh (i = 1, 2, 3) và nút nổi (i = 4) đặt tại trọng tâm phần tử như sau

N1 = 1 − ξ − η − 9ξη (1 − ξ − η) ; N2 = ξ − 9ξη (1 − ξ − η)

N3 = η − 9ξη (1 − ξ − η) ; N4 = 27ξη (1 − ξ − η)
(3)

Từ (1) và (2), quan hệ giữa biến dạng và chuyển vị nút phần tử được thiết lập
εx

εy

γxy

 = z


βx,x

βy,y

βx,y + βy,x

︸            ︷︷            ︸
κ

= z
4∑

i=1

 0 0 Ni,x

0 −Ni,y 0
0 −Ni,x Ni,y

︸                  ︷︷                  ︸
Bbi


wi

θxi

θyi

︸  ︷︷  ︸
dei

= z
4∑

i=1

Bbidei (4)
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γxz

γyz

}
=

{
βx + w0,x
βy + w0,y

}
=

4∑
i=1

[
Ni,x 0 Ni

Ni,x −Ni 0

]
︸                  ︷︷                  ︸

Bsi


wi

θxi

θyi

︸  ︷︷  ︸
dei

=

4∑
i=1

Bsidei (5)

Do xấp xỉ (2) không sử dụng độ võng tại nút nổi (i = 4) nên trong các công thức (4) và (5) w4 = 0.
Trong bài báo này ký hiệu �, � là đạo hàm của hàm � đối với biến �.

Vì biến dạng cắt ngoài mặt phẳng xấp xỉ bởi (5) không thể tiến đến 0, nghĩa là khi phân tích tấm
mỏng mỏng biến dạng cắt ngoài mặt phẳng vẫn tồn tại. Điều này không phù hợp với ứng xử thực tế
của tấm mỏng và dẫn đến kết quả, tấm càng mỏng thì độ võng càng lớn. Đây chính là hiện tượng khóa
cắt xảy ra với các phần tử dùng hàm xấp xỉ chuyển vị bậc thấp. Do đó, biến dạng cắt ngoài mặt phẳng
được xấp xỉ lại theo kỹ thuật nội suy các thành phần ten-xơ hỗn hợp MITC3+ [7]. Cụ thể, biến dạng
cắt ngoài mặt phẳng trong hệ tọa độ tự nhiên được xấp xỉ lại như sau

γ̂ξζ =
2
3

(
γB
ξζ −

1
2
γB
ηζ

)
+

1
3

(
γC
ξζ + γC

ηζ

)
+

1
3

ĉ(3η − 1)

γ̂ηζ =
2
3

(
γA
ξζ −

1
2
γA
ηζ

)
+

1
3

(
γC
ξζ + γC

ηζ

)
+

1
3

ĉ(3ξ − 1)
(6)

với ĉ =
(
γF
ξζ − γ

D
ξζ

)
−

(
γF
ηζ + γE

ηζ

)
. Ở đây, γI

ξζ , γ
I
ηζ là các giá trị của biến dạng cắt ngoài mặt phẳng tính

tại các điểm buộc I = A, B,C,D, E, F có tọa độ cho trong Bảng 1.

Bảng 1. Tọa độ các điểm buộc của kỹ thuật khử khóa cắt MITC3+ với d = 1/10000

Điểm buộc ξ η

A 1/6 2/3
B 2/3 1/6
C 1/6 1/6
D 1/3 + d 1/3 − 2d
E 1/3 − 2d 1/3 + d
F 1/3 + d 1/3 + d

Từ các tọa độ điểm buộc cho trong Bảng 1, các giá trị biến dạng cắt ngoài mặt phẳng trong hệ tọa
độ (x, y) được xác định theo (5). Sử dụng công thức biến đổi biến dạng cắt ngoài mặt phẳng từ hệ tọa
độ (x, y) sang hệ tọa độ (ξ, η) và thế vào xấp xỉ biến dạng cắt cho bởi (6), ta có thể thiết lập được quan
hệ giữa biến dạng cắt ngoài mặt phẳng và chuyển vị nút phần tử theo kỹ thuật khử khóa cắt MITC3+
như sau {

γ̂xz

γ̂yz

}
=

4∑
i=1

B̂sidei (7)

Quan hệ giữa ứng suất và biến dạng của tấm đồng nhất đẳng hướng xác định
σx

σy

τxy

 =
E

1 − ν2

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 (1 − ν)/2



εx

εy

γxy

 =
Ez

1 − ν2

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 (1 − ν)/2

 4∑
i=1

Bbidei (8)

{
τxz

τyz

}
=

E
2(1 − ν)

{
γ̂xz

γ̂yz

}
=

E
2(1 − ν)

4∑
i=1

B̂sidei (9)
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trong đó E là mô-đun đàn hồi và ν là hệ số Poisson của vật liệu.
Nguyên lý công ảo của tấm có diện tích mặt trung bình Ω chịu tải trọng pz tác dụng vuông góc

với mặt trung bình [13]

∫
Ω

t/2∫
−t/2

[
δεxδεyδγxy

] 
σx

σy

τxy

 dzdΩ +
kt2

t2 + αh2
e

∫
Ω

t/2∫
−t/2

[
δγ̂xzδγ̂yz

] { τxz

τyz

}
dzdΩ =

∫
Ω

δwpzdΩ (10)

trong đó δ chỉ đại lượng ảo, k = 5/6 là hằng số hiệu chỉnh kể đến sự phân bố không đều theo chiều
dày của các ứng suất cắt ngoài mặt phẳng τxz, τyz, he là cạnh dài nhất của phần tử và α = 0,1 là hệ số
ổn định [14].

Thế các quan hệ giữa ứng suất – biến dạng (8), (9) vào (10), ta có

Ne∑
e=1

δdT
e


∫
Ωe

BT
b DbBbdΩ

 de +

Ne∑
e=1

δdT
e


∫
Ωe

B̂T
s DsB̂sdΩ

 de =

Ne∑
e=1

δdT
e

∫
Ωe

NpzdΩ (11)

trong đó Bb = [Bb1 Bb2 Bb3 Bb4],Bs = [Bs1 Bs2 Bs3Bs4],de = [dT
e1 dT

e2 dT
e3 dT

e4]T , N =

[N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4 0 0]T và

Db = D

 1 v 0
v 1 0
0 0 (1 − ν)/2

 với D =
Et3

12
(
1 − ν2) (12)

Ds =
kEt3(

t2 + αh2
e

)
2(1 + v)

[
1 0
0 1

]
(13)

Từ (11), phương trình cân bằng rời rạc PTHH của tấm chịu tải trọng tĩnh pz được viết dưới dạng

Kd = F (14)

trong đó d, K, F lần lượt là véc-tơ chuyển vị, ma trận độ cứng và véc-tơ tải trọng của tấm. Ma trận K
và véc-tơ F tương ứng được lắp ghép từ các ma trận độ cứng ke và véc-tơ tải trọng fe của phần tử có
công thức như sau

ke =

∫
Ωe

BT
b DbBbdΩ +

∫
Ωe

B̂T
s DsB̂sdΩ (15)

fe =

∫
Ωe

NpzdΩ (16)

2.2. Công thức phần tử tấm ES-MITC3+

Trong nghiên cứu này, biến dạng uốn sẽ được trung bình trên miền làm trơn có diện tích Ωk được
giới hạn bởi các đoạn thẳng nối 2 nút nổi của 2 phần tử chung cạnh với 2 nút đỉnh của cạnh chung này
như Hình 3.
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Do đó, biến dạng uốn được xấp xỉ lại như sau
ε̃x

ε̃y

γ̃xy

 =
1

Ωk

∫
Ωk


εx

εy

γxy

 dΩ (17)

Thế (4) vào (17) ta được quan hệ giữa biến dạng trơn và chuyển vị nút phần tử


ε̃x

ε̃y

γ̃xy

 = z
4∑

i=1

1
Ωk



0 0
∫
Ωk

Ni,xdΩ

0 −

∫
Ωk

Ni,ydΩ 0

0 −

∫
Ωk

Ni,xdΩ

∫
Ωk

Ni,ydΩ

︸                                    ︷︷                                    ︸
B̃bi


wi

θxi

θyi

︸  ︷︷  ︸
dei

= z
4∑

i=1

B̃bidei (18)
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2.2. Công thức phần tử tấm ES-MITC3+ 

 Trong nghiên cứu này, biến dạng uốn sẽ được trung bình trên miền làm trơn có 
diện tích Wk được giới hạn bởi các đoạn thẳng nối 2 nút nổi của 2 phần tử chung cạnh 
với 2 nút đỉnh của cạnh chung này như Hình 3.   

Do đó, biến dạng uốn được xấp xỉ lại như sau 

 (17)  

Thế (4) vào (17) ta được quan hệ giữa biến dạng trơn và chuyển vị nút phần tử 

 (18)  

 
Hình 3. Miền làm trơn trên cạnh (ES) cho biến dạng uốn của các phần tử ES-MITC3+ 

và định nghĩa véc-tơ pháp tuyến của biên miền làm trơn  

 Áp dụng định lý phân kỳ Gauss-Ostrogradsky, tích phân trên miền làm trơn Wk 
của các đạo hàm hàm dạng trong (18) sẽ được chuyển thành tích phân trên đường biên 
Gk của Wk như sau 

 (19)  

trong đó, nx và ny lần lượt là hình chiếu theo phương x và y của véc-tơ n pháp tuyến 

d
e

e zp
W

= Wòf N

1 d
k

x x

y y
k

xy xy

e e
e e
g gW

ì ü ì ü
ï ï ï ï= Wí ý í ýWï ï ï ï
î þ î þ

ò
!

!

!

!

,

4 4

,
1 1

, ,

0 0 d

1 0 d 0

0 d d

k

k

ei

k k

bi

i x

x i

y i y xi bi ei
i ik

xy yi

i x i y

N
w

z N z

N N

e
e q
g q

W

= =W

W W

é ù
Wê ú

ê úì ü ì ü
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Hình 3. Miền làm trơn trên cạnh (ES) cho biến
dạng uốn của các phần tử ES-MITC3+ và định
nghĩa véc-tơ pháp tuyến của biên miền làm trơn

Áp dụng định lý phân kỳ Gauss-Ostrogradsky,
tích phân trên miền làm trơn Ωk của các đạo hàm
hàm dạng trong (18) sẽ được chuyển thành tích
phân trên đường biên Γk của Ωk như sau∫
Ωk

Ni,xdΩ =

∫
Γk

NinxdΓ;
∫
Ωk

Ni,ydΩ =

∫
Γk

NinydΓ

(19)
trong đó nx và ny lần lượt là hình chiếu theo
phương x và y của véc-tơ n pháp tuyến với biên
Γk như biểu diễn ở Hình 3.

Với các hàm dạng cho bởi (3), tích phân đường
ở (19) được tính chính xác bằng cách sử dụng 2
điểm Gauss trên mỗi đoạn thẳng của biên Γk. Do
đó, tích phân ở (19) có thể được tính như sau∫

Ωk

Ni,xdΩ =

∫
Γk

NinxdΓ =

Ned∑
ed=1

2∑
gp=1

Ni
(
ξed

gp, η
ed
gp

)
wed

gpned
x

∫
Ωk

Ni,ydΩ =

∫
Γk

NinydΓ =

Ned∑
ed=1

2∑
gp=1

Ni
(
ξed

gp, η
ed
gp

)
wed

gpned
y

(20)

trong đó Ned = 3 đối với miền Ωk nằm ở biên tấm và Ned = 4 đối với miền Ωk không nằm ở biên tấm.
ξed

gp, η
ed
gp,w

ed
gp, n

ed
x , n

ed
y lần lượt là tọa độ tự nhiên, trọng số của điểm Gauss và thành phần của véc-tơ

pháp tuyến n trên cạnh ed của biên Γk.
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Vì vậy, biến dạng uốn sau khi được làm trơn có thể được xác định bởi


ε̃x

ε̃y

γ̃xy

 = z
4∑

i=1

1
Ωk



0 0
Ned∑

ed=1

2∑
gp=1

Ni
(
ξed

gp, η
ed
gp

)
wed

gpned
x

0 −

Ned∑
ed=1

2∑
gp=1

Ni
(
ξed

gp, η
ed
gp

)
wed

gpned
y 0

0 −

Ned∑
ed=1

2∑
gp=1

Ni
(
ξed

gp, η
ed
gp

)
wed

gpned
x

Ned∑
ed=1

2∑
gp=1

Ni
(
ξed

gp, η
ed
gp

)
wed

gpned
y

︸                                                                                           ︷︷                                                                                           ︸
B̃bi


wi

θxi

θyi

︸  ︷︷  ︸
dei

= z
4∑

i=1

B̃bidei

(21)
Thế biến dạng uốn được xấp xỉ lại theo kỹ thuật làm trơn trên cạnh cho bởi (21) vào nguyên lý

công ảo (10), phương trình cân bằng rời rạc PTHH của tấm chịu uốn được viết lại

K̃d = F (22)

trong đó K̃ được lắp ghép từ các ma trận độ cứng phần tử ES-MITC3+ có biến dạng uốn được làm
trơn trên cạnh

k̃e =

∫
Ωe

B̃T
b DbB̃bdΩ +

∫
Ωe

B̂T
s DsB̂sdΩ (23)

trong đó B̃b =
[
B̃b1 B̃b2 B̃b3 B̃b4

]
.

Theo cách tính B̃bi cho bởi (21) thì B̃bi hay B̃b là hằng số. Do đó, công thức tính ma trận độ cứng
phần tử ES-MITC3+ có thể được viết lại

k̃e = B̃T
b DbB̃bΩk +

∫
Ωe

B̂T
s DsB̂sdΩ (24)

3. Ví dụ số

3.1. Bài toán patch test
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3. Ví dụ số 

3.1. Bài toán patch test 

 Để kiểm tra khả năng xấp xỉ trường biến dạng và ứng suất của phần tử ES-
MITC3+, xét tấm chữ nhật dày t = 0,01 m có tọa độ nút và lưới phần tử như Hình 4. 
Tấm làm bằng vật liệu có mô-đun đàn hồi E = 107 kN/m và hệ số Poisson n = 0,25. 
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phần biến dạng, ứng suất hoặc mô-men. Kết quả tính toán chuyển vị và nội lực tại nút 
5 có tọa độ x = 0,1 m và y = 0,08 m bằng lời giải lý thuyết tấm mỏng và phần tử ES-
MITC3+ được cho trong Bảng 2. 

 
Hình 4. Tọa độ nút phần tử của bài toán patch test (đơn vị m) 
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My5 

(kNm/m) 

Mxy5 

(kNm/m) 
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Để kiểm tra khả năng xấp xỉ trường biến dạng
và ứng suất của phần tử ES-MITC3+, xét tấm chữ
nhật dày t = 0,01 m có tọa độ nút và lưới phần tử
như Hình 4. Tấm làm bằng vật liệu có mô-đun đàn
hồi E = 107 kN/m và hệ số Poisson ν = 0,25. Tấm
chịu độ võng cưỡng bức w = (1+ x+2y+ x2 + xy+

y2)/200 m [9].
Theo lý thuyết tấm mỏng, bỏ qua biến dạng

cắt ngoài mặt phẳng, từ độ võng w tính được góc
xoay quanh trục x, y tương ứng θx = ∂w/∂y, θy =

∂w/∂x, và các thành phần biến dạng, ứng suất hoặc
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Bảng 2. Kết quả độ võng và mô-men tại nút 5 của bài toán patch test

Lời giải w5 (×10−2 m) θx5 (×10−2 rad.) θy5 (×10−2 rad.) Mx5 (kNm/m) My5 (kNm/m) Mxy5 (kNm/m)

ES-MITC3+ 0,6422 1,1300 −0,6400 −0,0111 −0,0111 −0,0033
Chính xác 0,6422 1,1300 −0,6400 −0,0111 −0,0111 −0,0033

mô-men. Kết quả tính toán chuyển vị và nội lực tại nút 5 có tọa độ x = 0,1 m và y = 0,08 m bằng lời
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Với kết quả độ võng và mô-men của phần tử ES-MITC3+ hoàn toàn trùng với lời giải chính xác,
phần tử ES-MITC3+ đã vượt qua điều kiện patch test vì có khả năng biểu diễn chính xác trường
chuyển vị và biến dạng, ứng suất hoặc nội lực.

3.2. Tấm hình vuông tựa đơn 4 cạnh chịu tải phân bố đều

Xét tấm vuông cạnh L, dày t với tỉ số t/L = 0,001 hoặc t/L = 0,1. Tấm tựa đơn 4 cạnh và chịu tải
trọng phân bố đều pz = 1 kN/m2 như Hình 5. Vật liệu làm tấm có E = 1092000 kN/m2 và ν = 0,3. Để
so sánh với kết quả tham khảo, độ võng wc và mô-men Mc tại tâm tấm được chuẩn hóa như sau

w̄c = wc
100D
pzL4 ; M̄c = Mc

10
pzL2 (25)
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 Tấm được chia lưới bằng 2´N´N phần tử tam giác 3 nút như Hình 5. Trong đó,  
N = 4, 8, 12 và 16 là số phần tử trên mỗi cạnh của tấm. Kết quả tính toán độ võng  
và mô-men  chuẩn hóa tại tâm tấm bằng phần tử ES-MITC3+ ứng với các loại lưới 
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Hình 6. Độ võng chuẩn hóa tại tâm tấm vuông tựa đơn 4 cạnh chịu tải phân bố đều 
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4 2
10;  1 0  0  c c c c
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p L p L

= =

cw

cM
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Hình 5. Tấm vuông tựa đơn 4 cạnh chịu tải phân bố đều và chia lưới đều với N = 4
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(a) t/L = 0,001
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(b) t/L = 0,1

Hình 6. Độ võng chuẩn hóa w̄c tại tâm tấm vuông tựa đơn 4 cạnh chịu tải phân bố đều
ứng với các lưới phần tử N = 4, 8, 12, 16
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Tấm được chia lưới bằng 2×N×N phần tử tam giác 3 nút như Hình 5. Trong đó, N = 4, 8, 12 và
16 là số phần tử trên mỗi cạnh của tấm. Kết quả tính toán độ võng w̄c và mô-men M̄c chuẩn hóa tại
tâm tấm bằng phần tử ES-MITC3+ ứng với các loại lưới khác nhau được biểu diễn tương ứng trong
Hình 6 và Hình 7 cho trường hợp tấm mỏng t/L = 0,001 hoặc tấm dày t/L = 0,1.
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(a) t/L = 0,001 (b) t/L = 0,1 

Hình 7. Mô-men chuẩn hóa tại tâm tấm vuông tựa đơn 4 cạnh chịu tải phân bố đều 
ứng với các lưới phần tử N = 4, 8, 12, 16  

 Hình 6 cho thấy, đối với tấm mỏng và tấm dày phần tử ES-MITC3+ cho kết quả 
giá trị độ võng tại tâm tấm hội tụ đến lời giải giải tích [15] tốt hơn kết quả cho bởi các 
phần tử MITC3 [6], ES-MITC3 [11] và ES-DSG3 [9]. Đối với mô-men tại tâm tấm, 
Hình 7 cũng cho thấy, phần tử ES-MITC3+ cho kết quả tốt nhất so với các phần tử 
khác trong trường hợp tấm mỏng và tấm dày. 

3.3. Tấm hình thoi Razzaque chịu tải phân bố đều 

 Cho tấm hình thoi Razzaque có mỗi cạnh dài L, dày t và tỉ số t/L = 0,001. Tấm 
có cạnh dưới, cạnh trên tựa đơn và 2 cạnh bên tự do, nghiêng 1 góc b = 60o so với 
cạnh dưới như Hình 8(a). Tấm chịu tải trọng phân bố đều pz = 1 kN/m2. Đặc trưng vật 
liệu làm tấm có mô-đun đàn hồi E = 1092000 kN/m2 và hệ số Poisson n = 0,3.  

  
(a) (b) 

Hình 8. Tấm hình thoi Razzaque (a) Tựa đơn 2 cạnh và tự do 2 cạnh, chịu tải phân bố 
đều, (b) chia lưới đều với N = 4  

cM

(a) t/L = 0,001
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(b) t/L = 0,1

Hình 7. Mô-men chuẩn hóa M̄c tại tâm tấm vuông tựa đơn 4 cạnh chịu tải phân bố đều
ứng với các lưới phần tử N = 4, 8, 12, 16

Hình 6 cho thấy, đối với tấm mỏng và tấm dày phần tử ES-MITC3+ cho kết quả giá trị độ võng tại
tâm tấm hội tụ đến lời giải giải tích [15] tốt hơn kết quả cho bởi các phần tử MITC3 [6], ES-MITC3
[11] và ES-DSG3 [9]. Đối với mô-men tại tâm tấm, Hình 7 cũng cho thấy, phần tử ES-MITC3+ cho
kết quả tốt nhất so với các phần tử khác trong trường hợp tấm mỏng và tấm dày.

3.3. Tấm hình thoi Razzaque chịu tải phân bố đều

Cho tấm hình thoi Razzaque có mỗi cạnh dài L, dày t và tỉ số t/L = 0,001. Tấm có cạnh dưới, cạnh
trên tựa đơn và 2 cạnh bên tự do, nghiêng 1 góc β = 60◦ so với cạnh dưới như Hình 8(a). Tấm chịu tải
trọng phân bố đều pz = 1 kN/m2. Đặc trưng vật liệu làm tấm có mô-đun đàn hồi E = 1092000 kN/m2

và hệ số Poisson ν = 0,3.
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(a) (b) 

Hình 8. Tấm hình thoi Razzaque (a) Tựa đơn 2 cạnh và tự do 2 cạnh, chịu tải phân bố 
đều, (b) chia lưới đều với N = 4  

cM

(b)

Hình 8. Tấm hình thoi Razzaque (a) Tựa đơn 2 cạnh và tự do 2 cạnh, chịu tải phân bố đều,
(b) chia lưới đều với N = 4
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Hình 9. Độ võng chuẩn hóa tại tâm tấm 
hình thoi Razzaque chịu tải phân bố đều  
ứng với các lưới phần tử N = 4, 8, 12, 16 

Hình 10. Mô-men chuẩn hóa tại tâm tấm 
hình thoi Razzaque chịu tải phân bố đều ứng 

với các lưới phần tử N = 4, 8, 12, 16 

 Tấm được chia lưới 2´N´N phần tử tam giác 3 nút đều như Hình 8(b). Trong đó, 
N = 4, 8, 12 và 16 là số phần tử trên mỗi cạnh của tấm. Sự hội tụ của độ võng và 
mô-men  tại tâm tấm chuẩn hóa theo (25) cho bởi phần tử ES-MITC3+ và các 
phần tử MITC3 [6], ES-MITC3 [11] khi N tăng dần từ 4 đến 16 được thể hiện trong 
Hình 9 và Hình 10. Hình 9 và Hình 10 cho thấy trong trường hợp này khi tấm hình 
thoi phải chia lưới bằng các phần tử không phải tam giác vuông cân như ở ví dụ 3.2, 
độ võng và mô-men chuẩn hóa cho bởi phần tử ES-MITC3+ hội tụ đến lời giải bằng 
phương pháp sai phân hữu hạn [16] với sai số ít hơn kết quả của các phần tử MITC3 
[6], ES-MITC3 [11]. Đặc biệt, phần tử ES-MITC3+ đã cải thiện đáng kể độ chính xác 
của mô-men tại tâm tấm so với phần tử MITC3. 

3.4. Tấm hình tròn biên ngàm chịu tải phân bố đều 

 Cho tấm tròn bán kính R = 5 m, dày t với t/R = 0,02 hoặc 0,2. Tấm ngàm theo 
chu vi và chịu tải trọng phân bố đều pz = 1 kN/m2 như Hình 11(a). Vật liệu của tấm có 
E = 1092000 kN/m2, n = 0,3. 
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Hình 9. Độ võng chuẩn hóa w̄c tại tâm tấm hình thoi
Razzaque chịu tải phân bố đều ứng với các lưới phần

tử N = 4, 8, 12, 16
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Hình 10. Mô-men chuẩn hóa M̄c tại tâm tấm hình thoi
Razzaque chịu tải phân bố đều ứng với các lưới phần

tử N = 4, 8, 12, 16

Tấm được chia lưới 2×N×N phần tử tam giác 3 nút đều như Hình 8(b). Trong đó, N = 4, 8, 12 và
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MITC3.

3.4. Tấm hình tròn biên ngàm chịu tải phân bố đều

Cho tấm tròn bán kính R = 5 m, dày t với t/R = 0,02 hoặc 0,2. Tấm ngàm theo chu vi và chịu tải
trọng phân bố đều pz = 1 kN/m2 như Hình 11(a). Vật liệu của tấm có E = 1092000 kN/m2, ν = 0,3.
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(b)

Hình 11. Tấm hình tròn (a) biên ngàm, chịu tải phân bố đều, (b) chia lưới 24 phần tử
với các điều kiện biên ngàm và đối xứng
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Sử dụng tính chất đối xứng, 1/4 tấm tròn được mô phỏng với các lưới tam giác có 6, 24, 54 hoặc
96 phần tử như Hình 11(b). Kết quả tính toán độ võng wc và mô-men Mc tại tâm tấm bằng phần tử
ES-MITC3+ ứng với các loại lưới khác nhau được biểu diễn trong Hình 12 và Hình 13. Từ biểu đồ
Hình 12 và Hình 13 cho thấy, so sánh với lời giải giải tích [1], cả 2 trường hợp tấm mỏng (t/R = 0,02)
và tấm dày (t/R = 0,2) từ lưới thô đến lưới mịn phần tử ES-MITC3+ đều cho ra kết quả giá trị độ
võng w̄c và mô-men Mc tại tâm tấm rất tốt. Với lưới mịn nhất (96 phần tử), độ võng và mô-men cho
bởi phần tử ES-MITC3+ tốt hơn kết quả của các phần tử tam giác 3 nút ES-DSG3 [9], MITC3 [6] và
tương đương với kết quả giải bằng phần tử ES-MITC3 [11].
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(a) (b) 

Hình 11. Tấm hình tròn (a) biên ngàm, chịu tải phân bố đều, (b) chia lưới 24 phần tử 
với các điều kiện biên ngàm và đối xứng 
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lời giải giải tích [1], cả 2 trường hợp tấm mỏng (t/R = 0,02) và tấm dày (t/R = 0,2) từ 
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[9], MITC3 [6] và tương đương với kết quả giải bằng phần tử ES-MITC3 [11].  

  
(a) t/R = 0,02 (b) t/R = 0,2 

Hình 12. Độ võng wc tại tâm tấm tròn ngàm 4 cạnh chịu tải phân bố đều ứng với các 
lưới phần tử có số phần tử bằng 6, 24, 54, 96  

  
(a) t/R = 0,02 (b) t/R = 0,2 

Hình 13. Mô-men Mc tại tâm tấm tròn ngàm 4 cạnh chịu tải phân bố đều ứng với các 
lưới phần tử có số phần tử bằng 6, 24, 54, 96 

4. Kết luận 
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4. Kết luận 

(b) t/R = 0,2

Hình 12. Độ võng wc tại tâm tấm tròn ngàm 4 cạnh chịu tải phân bố đều
ứng với các lưới phần tử có số phần tử bằng 6, 24, 54, 96
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lưới phần tử có số phần tử bằng 6, 24, 54, 96 

4. Kết luận 

(a) t/R = 0,02
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(a) (b) 

Hình 11. Tấm hình tròn (a) biên ngàm, chịu tải phân bố đều, (b) chia lưới 24 phần tử 
với các điều kiện biên ngàm và đối xứng 

 Sử dụng tính chất đối xứng, 1/4 tấm tròn được mô phỏng với các lưới tam giác 
có 6, 24, 54 hoặc 96 phần tử như Hình 11(b). Kết quả tính toán độ võng wc và mô-men 
Mc tại tâm tấm bằng phần tử ES-MITC3+ ứng với các loại lưới khác nhau được biểu 
diễn trong Hình 12 và Hình 13. Từ biểu đồ Hình 12 và Hình 13 cho thấy, so sánh với 
lời giải giải tích [1], cả 2 trường hợp tấm mỏng (t/R = 0,02) và tấm dày (t/R = 0,2) từ 
lưới thô đến lưới mịn phần tử ES-MITC3+ đều cho ra kết quả giá trị độ võng wc và 
mô-men Mc tại tâm tấm rất tốt. Với lưới mịn nhất (96 phần tử), độ võng và mô-men 
cho bởi phần tử ES-MITC3+ tốt hơn kết quả của các phần tử tam giác 3 nút ES-DSG3 
[9], MITC3 [6] và tương đương với kết quả giải bằng phần tử ES-MITC3 [11].  

  
(a) t/R = 0,02 (b) t/R = 0,2 

Hình 12. Độ võng wc tại tâm tấm tròn ngàm 4 cạnh chịu tải phân bố đều ứng với các 
lưới phần tử có số phần tử bằng 6, 24, 54, 96  

  
(a) t/R = 0,02 (b) t/R = 0,2 

Hình 13. Mô-men Mc tại tâm tấm tròn ngàm 4 cạnh chịu tải phân bố đều ứng với các 
lưới phần tử có số phần tử bằng 6, 24, 54, 96 

4. Kết luận 

(b) t/R = 0,2

Hình 13. Mô-men Mc tại tâm tấm tròn ngàm 4 cạnh chịu tải phân bố đều
ứng với các lưới phần tử có số phần tử bằng 6, 24, 54, 96

4. Kết luận

Nghiên cứu này đã trình bày công thức phần tử ES-MITC3+ có biến dạng uốn được làm trơn trên
cạnh (ES) và xấp xỉ biến dạng cắt bằng kỹ thuật khử khóa cắt MITC3+. Phần tử ES-MITC3+ có sử
dụng nút nổi để tăng bậc xấp xỉ của góc xoay. Nhờ kỹ thuật làm trơn, tích phân trong công thức ma
trận độ cứng uốn của phần tử đề xuất đã được chuyển từ tích phân mặt của phần tử sang tích phân
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đường của biên miền làm trơn nên có khả năng tăng độ chính xác tính toán phần tử không đều. Phần
tử ES-MITC3+ có khả năng biểu diễn chính xác trường chuyển vị, biến dạng, ứng suất hoặc nội lực
của bài toán patch test.

Phần tử đề xuất ES-MITC3+ được sử dụng để phân tích một số bài toán tấm hình vuông, hình thoi
và hình tròn chịu tải trọng phân bố đều. Tương tự các phần tử tam giác 3 nút có làm trơn cùng loại
như ES-DSG3, ES-MITC3, kết quả cho bởi phần tử ES-MITC3+ hội tụ đến lời giải giải tích. Do có
sử dụng nút nổi trong xấp xỉ góc xoay nên trong các ví dụ khảo sát phần tử ES-MITC3+ cho kết quả
tính toán mô-men tốt hơn các phần tử MITC3, ES-MITC3, ES-DSG3.
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